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পরম = এবং শ্রদ্ধেয় অধ্যাপক ডঃ বিভূতিভূষণ সেন, 
ডি. এস-সি., এফ. এন. এ" মহাশয়ের করকমলে 


এই পুস্তকখানি অর্পণ করা হইল। 


সম্প্রতি উচ্চমাধ্যমিক শিক্ষা সংসদ উচ্চমাধ্যমিক পর্যায়ে গণিতের যে quu 
পাঠ্যক্রম প্রবর্তন করিয়াছেন, তাহাকে অবলম্বন করিয়া গণিতের এই পুস্তকখানি 
রচনা করা হইয়াছে। পুস্তকটি রচনাকালে কয়েকটি বিষয়ের প্রতি বিশেষ দৃষ্টি 
রাখিয়! রচনাকার্ধ-দর্মীধা করা হইয়াছে। এই কারণে পুস্তকখানি কিছু 
অভিনবত্ব ও-বৈশিষ্টের দাবী রাখে। 
বিদ্যালয়ে দশম শ্রেণী পর্যন্ত পাঠ সমাপন করিয়া ছাত্র-ছাত্রীরা এই নৃতন 
x আয়ত্ব করিবার ইচ্ছায় নৃতন উদ্দীপনায় শিক্ষায়তনে সমবেত হইয়াছে। 
উচ্চমাধ্যমিক গণিত শিক্ষার প্রতি ছাত্র-ছাত্রীরা যাহাতে সহজেই আকৃষ্ট হয়, 
তাহার জন্য পুস্তকখানি যথাসাধ্য সহজ, সরল ও. সহজবোধ্য করা হইয়ছে। 
উদ্দাহরণ মালায় যথেষ্ট সংখ্যক চিত্তাকর্ষক প্রশ্ন ও অন্গশীলনীর সমাবেশ কর! 
হইয়াছে। অন্ধাবনযোগ্য প্রচুর উদাহরণ সমাধান করা হইয়াছে। ইহা 
ছাত্র-ছাত্রীদের জটিলতর প্রশ্ন সমাধানে যথেষ্ট সহয়তা করিবে। শিক্ষার্থীরা 
নিজের প্রচেষ্টায় যাহাতে গণিতের বিষয় সমূহ বুঝিতে পারে এবং*অঙ্কশীলন- 
সমূহ সমাধান করিতে পারে সেদিকে নজর রাখিয়া পুস্তকটি লিপিবদ্ধ করা 
হইয়াছে। 
স্থানাঙ্ক জ্যামিতি ও ভ্রিকোণমিতির প্রতিটি বিষয়কে চিত্রের সাহায্যে 
বোঝান হইয়াছে এবং যথাসাধ্য чї সম্পূর্ণ করার চেষ্টা করা হইয়াছে। 
অন্থরূপভাবে বীজগণিতের বিষয়সমৃহকে সহজ, সরল, eam ও হৃদয়গ্রাহী 
করিবার প্রয়াস বিশেষভাবে লক্ষমীয়। Чи পরিপরে লিখিবার নির্দেশে 
প্রয়োজনীয় বিষয়দমূহকে সংক্ষিপ্তভাবে লিখিত হইয়াছে; অথচ প্রতিটি 
বিষয়ের বৈশিষ্ট রক্ষা করিতে যথাসাধ্য চেষ্টা কর! হইয়াছে। 
বইখানাকে সমস্ত দিক হইতেই যাহাতে ছাত্র-ছাত্রীদের উপযোগী করা যায় 
সেইদিকে বিশেষ দৃষ্টি রাখা হইয়াছে। ইহাছাড়! শিক্ষক মহাশয়ের! এবং 
অভিভাবকেরা'ও যাহাতে বইখানাকে তাহাদের শিক্ষকতা! কার্ধে ব্যবহার করিতে 


VI 


পারেন সেইদিকেও লক্ষ্য রাখা হইয়াছে। সমস্ত প্রচেষ্টা সত্বেও বইখানাতে যদি 
তুল-ক্রটি থাকে তাহা! উল্লেখ করিলে বাধিত হইব এবং পরবর্তী সংস্করণে উহা! 
সংশোধনের প্রচেষ্টায় প্রয়াসী হইব। যাহাদের জন্য বইথানি লেখা হইয়াছে 
তাহাদের দ্বারা ইহা! সমাদৃত হইলে আমাদের পরিশ্রম সার্থক হইয়াছে বলিয়া 
মনে করিব 

প্রকাশক এ্রঅমলকান্তি পাল মহাশয়ের নীরলস প্রচেষ্টা ও কর্মনৈপুন্যে 
অত্যন্ত অল্প সময়ের মধ্যে বইখানি প্রকাশিত হওয়ায় তাহাকে আমাদের 
আস্তরিক ধন্যবাদ জ্ঞাপন করি। 
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২৩শে সেপ্টেম্বর, ১৯৭৬ ্রন্থকারদ্বয় 


SYLLABUS IN MATHEMATICS FOR CLASSES XI-XII 


Full Marks : 200 Paper I ( Marks : 100) 
Algebra, Trigonometry and Analytical Geometry of 


two Dimensions 


Algebra: 30 Marks 

Variation, Arithmetical progression, Geometrical progre- 
ssion. Surds, Laws cf indices. Complex numbers. Theory 
of quadratic equation, permutations and combinations. 
Binomial theorem for positive integral index, Idea of Infinite 
series, sum of infinite G. P. series. Use of Binomial theorem 
for fractional and negative indices. Logarithms, Compound 
interest and annuties. Use of logarithmic and exponential 
series. 


Trigonometry : 30 Marks. 


Measure @ an angle-Degrees, Radians. Trigonometrical 
ratios of compound angles. Multiple and submultiple angles, 
complementary and supplementary angles. Graphs of 
trigonometrical functions ; Graphical and general solutions 
of Trigonometrical equations. lnverse circular functions. 
Properties of triangles. Solution of triangles. Problems 
relating to heights and «distances. 


Analytical Geometry of Two Dimensions: 40 Marks. 


Rectangular cartesian co-ordinates ; polar co-ordinates , 
Transformation from one system to another. Analytical 
representation of reflexion, translation and rotation. Dis- 
tance between two points. Division of a segment in a given 
ratio. Area of triangles. Concept of a locus. Equations 
of straight lines ; Angle between two lines. conditions of 
prependicularity and parallelism of two lines. Distance of 
a point from a given line. Position of a point with respect 


Ж» VIII 


toaline. Equations of bisectors of angles between two 
lines. Equations of circles. Idea of conic sections, Focus- 
Directrix definition of a conic section. Eccentricity and 
axes of conic sections. Equations of parabola, Ellipse, and 
Hyperbola referred to their principal axes. 


Equations of tangents and normals to circles and the 
different conics ( Use of calculus may be indicated ). 


নুচীপত্র 


বীজগণিত 


প্রথম অধ্যায় £ 75091 নিয়মাবলী 
দ্বিতীয় অধ্যায় £ করণী 

তৃতীয় অধ্যায় š জটিল রাশি 
চতুর্থ অধ্যায় ? ভেদ 

পঞ্চম অধ্যায় 2 সমান্তর শ্রেণী 

ষষ্ঠ অধ্যায় £ গুণোত্তর শ্রেণী 
সপ্তম অধ্যায় ? দ্বিবাত সমীকরণ 
aga অধ্যায় 8 বিন্যাস এবং সমবায় 
নবম অধ্যায় £ দ্বিপদ উপপাদ্য А, 
দশম অধ্যায় £ ভগ্নাংশ বা ধনা সুচকের উপপাদ্য 
একাদশ অধ্যায় ? অসীম শ্রেণী 

দ্বাদশ অধ্যায় ? লগারিদম্‌ 

ত্ৰয়োদশ অধ্যায়ঃ চক্রবৃদ্ধি সুদ 

pga” অধ্যায় : বাঁধিকী av বাধিক বৃত্ত 

পঞ্চদশ অধ্যায় 8 চক শ্রেণী ও লগারিদম্‌ শ্রেণী 
gyanta : a 


ত্ৰিকোণমিতি 


প্রথম অধ্যায় 8 কোণের পরিমাপ 

দ্বিতীয় অধ্যায় 8 কোণের ভ্রিকোণমিতিক অস্থপাত 
তৃতীয় sm s মিশ্র কোণ 
চতুৰ্থ অধ্যায় : গুণিতক কোপ এবং অংশ কোণ 


124—128 
129—138 
139—143 
144—150 
151—158 
159—166 


1—12 
13—34 
35—49 
50—64 


পঞ্চম অধ্যায় £ ভ্রিকোণমিতিক সমীকরণের সাধারণ সমাধান 65—13 


ay অধ্যায় £ বিপরীত বৃহ য় অপেক্ষক 
সপ্তম অধ্যায় £ fagra গুণাবলী 


74- 85 
86—101 


X 


অষ্টম অধ্যায় £ ত্ৰিকোণমিতিক সমীকরণের লৈখিক 
সমাধান 

নবম অধ্যায়ঃ ত্রিভুজের সমাধান 

দশম অধ্যায় £ উচ্চতা ও দূরত্ব বিষয়ক 
প্রশ্ন ও সমস্তাবলী 

উত্তরমাল! š 

লগটেবল $ 


স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


প্রথম অধ্যায় £ স্থানাঙ্ক. দূরত্ব, ক্ষেত্রফল 
দ্বিতীয় অধ্যায় £ সঞ্চার পথ 


সপ্তম অধ্যায় з "ye 
অষ্টম অধ্যায় 2 স্পর্শক ও অভিলঙ্ব 
নবম অধ্যায় ? প্রতিফলন, চলন ও ঘূর্ণন 
উত্তরমালা 2 


102—109, 
110—121 


122—130 
131—134 
I—XXIV 


1—25 
26—31 
32—66 
67—97 

98—123 
124— 151 
152—166 
167—174 
175—184 
185—191 


প্রথম অধ্যায় 
সূচকের নিয়মাবলী ( Law of Indices ) 


11. সুচক ও নিধান (Index & Base) 3 
নীচের উদ্দাহরণগুলি লক্ষ্য কর : 1 
2322x2x2 (3টি 2.এর গুণফল ) 
45=4х4х4х4х4 (5টি 4-এর গুণফল ) 
b*-bxbxbxb (4б ৮-এর গুণফল ) 
27১5 ১৫৫১৫৫১১১৮০ মংখাক উৎপাদক পর্যন্ত 
(m সংখ্যক ৫-এর গুণকল ) 
এখানে 28.65 2-এর ঘাত ( Power ) বা 5% ( Index ) হইল 31 
45-তে 4-এর ঘাত বা সুচক 5 
b*-তে ৮-এর ঘাত বা স্থচক 4 
а4"-С® এ-এর ঘাত বা স্থচক m | যেখানে m caja অখণ্ড qanta] 
( Positive Integer )] 
Hh 3, 5, 4, m সংখ্যাগুলিকে যথাক্রমে 2, 4, b, ৭-এর Б বলে এবং 
2, 4, b, а সংখ্যাগুলিকে নিধান ( Base ) ася | 
ј 12. সুচক সন্বন্ধীয় নিয়ম : 


m'an যদি দুইটি অখণ্ড yaaa ( Positive Integer ) হয় তবে প্রমাণ 


(i) а" х a" =а"*" 
(ii) а"-а"=а""",(т>пт) 
(ii) (a")" = а" 


| (iv) (аЬу"=а"Ь”" 
) eU. am 
v (6) =i 
/ «ёз জকে Laws of Indices বলে। উপরিউক্ত নিয়মগুলির মধ্যে 
প্রথম নিয়মটিকে Fundamental Index Law বলে | 


2 বীজগণিত 
প্রমাণ। (i) а"=ауахахах =: m সংখ্যক উৎপাদক ЯУ 


a"—axaxaXax-e- n সংখ্যক উৎপাদক পৰ্যন্ত 
JS. a"xa"—(axaxXaXax-:-- т সংখ্যক উৎপাদক পৰ্যন্ত ) x 
(аихахахах сс n সংখ্যক উৎপাদক পর্যস্ত ) 
= ахахахах «(m n) সংখ্যক উৎপাদক পর্যস্ত 
= ant", 
মন্তব্য £ p, q, r, 5 যদি কোন чч ধনসংখ্যা হয় তাহা! হইলে 


ахаха хаз morti es উৎপাদকের সংখ্যা যাহা হউক 


না কেন এই নিয়ম প্রযোজ্য হইবে। 


Gi) a" ахахахах ***৮ m সংখ্যক উৎপাদক পর্যন্ত 
a^ 


aXaXaxax--- п সংখ্যক উৎপাদক পৰ্যন্ত 
=ахахахах е (т— n) সংখ্যক উৎপাদক পৰ্যন্ত 
আত 21৮28, 


1 
মন্তব্য «P নিয়ম অনুসারে S ০৫:৯৫ হইবে। 
(а"")"=а"ха"ха"ха'х «n সংখ্যক উৎপাদক পর্যন্ত 
= gl Hm mee see enn n সংখ্যক উৎপাদক 9149 


(iti) 
= qm "n = apas 
(iv) (ab)" = ab x abx abx:: =m সংখ্যক উৎপাদক 959 
=(ахахах ст m সংখ্যক উৎপাদক পৰ্যন্ত ) 
Xx (b x bx bx «m সংখ্যক উৎপাদক পর্যন্ত) 
=a" х b" ж a" b". 
মন্তব্য $ উপরের (їп) নং та অনুযায়ী (a?) =a?" 3০9, 


(, mn mxn 


^J =4" =o. 


উপরের (iv) নং "ra অনুযায়ী (abc)" = bom, 
(abcde)" = abcde. 


Sgread (i) (a"b"c")" = apc 

(৪) (anbmendne—.)" = ap erm mo, 

13. m অখণ্ড ধনসংখ্যা (Positive Integer) না হইলে 
এ"-এর অর্থ কি বুঝায় : | 


স্চকের নিয়মাবলী 3 


m যদি অথণ্ড ধনসংখ্যা হয় তাহা হইলে а" মানে m সংখ্যক এ-এর গুণফল 
qatal m যদি অখণ্ড ধনসংখ্যা না হয়, অর্থাৎ m যদি খণাত্মক, ভগ্নাংশ 
অথবা শূন্য হয় তাহা হইলে а" কিন্তু m সংখ্যক এ-এর গুণফল হইবে A] 1 
তখন কিন্তু a" x a" = at" ущ প্রযোজ্য হইবে | অর্থাৎ т 6 n їз 
ধনসংখ্যা না হইলেও a" x a" = ০" হইবে। 

এখন ৫-5 বলিতে আমরা কি বুঝি তাহা meu] আলোচন! কর! যাক। 

25272517229 
এ: 

а! eL a? 
a^^ হইবে ৫০-এর অন্তোন্তক ( reciprocal )'l 
1.4. (i) প্রমাণ কর a? =1, যেখানে ০৮০ 

আমরা জানি a" Xa? = 4*9 = qm 


"m 
а= =l 


am 


a 


উদ্বাহরণ। 2০-1, x°=1, (p) - 1, ЯБ 1 


(৪) প্রমাণ কর a= 1 


а" 
আমরা জানি аха" = а"+" "T (1) 
n*-—m ধর 
( ) হইতে পাই, o Xx q7 2 o7 50.1 
বা, axa "= 1 
2 
৫ বি 
kl 
অনুরূপে a= 


Satadi এ =, акт: 
m অথণ্ড ধনসংখা। না হইলে এবং ০৮৫0 হইলে 
q^" = Е হইবে। 
а 


а * হইল ৫৮-এর অক্তোন্তক (reciprocal) | 
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1.5. „к এর অর্থ কি বুঝায় (% অখণ্ড ধনসংখ্যা ) : 
Jus Y 
এখন ( а" ) =a" Xa" ха" Xe m সংখ্যক উৎপাদক পর্যন্ত 
ume +k tl. + зе" m সংখ্যক উৎপাদক পৰ্যন্ত 
= NT ma , 
C ৮৮০ 
1 3 
am হইল ৫-এর ॥-তম ya | 
অর্থাৎ an= 72. 
মন্তব্য 80) а= Ja, а = Уа, 4 = Qui—2, 
м9 = (52)? =s. 
@) (2) а" 
а" কে а" এর %-তম ҷа (nth. root) বল হয়। 
(iii) (ej =a" 
а" এর আর এক অর্থ হইল аз এর т-а শক্তি (Power) | 
(v) Ña") = (৫ š, যেখানে n2 P 
(৮) = (a)i যেখানে ॥=? 
= раа а д" 


আবার, (a) H (a7: (-9 » যেখানে n= -p 


(ল্য а" 


অতএব দেখা গেল যে-কোন স্চকের ক্ষেত্রে (а”)" =a" হুইবে | 
উদ্বাহুরণ। প্রমাণ কর AI - 2 
এখন, (3 xb"- É x b)" =a" 


স্চকের নিয়মাবলী 


উদা, 1. () 5৯৮5$-5১+$-58+-58 
(Gü) 24x23x2-3-53*1-3. 2.116 
(ui) (38 X28 x48)9=36x<2%x 48 У 
кф! 
лаа 


оч =28 =20=1 


উদ।. 2. ধনাত্মক সুচক দ্বারা প্রকাশ কর £ 
i) 475; LOG) «a. 5 1 2 5 ^ (а) à 


35-1 2 — 15 
0) এর ৮) T 
uq erc 7 8 1 
() a "cr (ü) а к 
(8) 273-1 (৯) ত৪-5-25 
. 22 
ToU. лын E UE ko Des 
ab? "afa i Eb at Spit gps 
E 
(vi) a *b 1 1 x 


a*b* T sad SUR EYE 
উদ. 3. 2/8] এর মান কত? 
1/81 - (81)! = (3+)৮-3* ১3৮9, 
Bpi. 4. মান নির্ণয় কর £ 
G) JI, (৮) (812 5, (ш) 30125) 
© 1655-168 - (291 224225264 


(в) (e i-epi- 1.2 1.21 
i (83 (33 3 


(in) 3001555 = (125)! =(5*)% =5* 625 
উদ. 5. সরল কর £ 


А -3 
€) Ze (ii) pee 


বীজগণিত 
() a*b-! а?а! а?! a? 
pes ৮7 
(ii) cd a m -$.2ab.—. 
228 EX 


4ab 445 _ 4b. 


T Жы 
উদ. 6. সরল কর ঃ 


e (Tuy quy" 


a 


(ii) lay sm Lim gm- nym? mn ৮8(৫৮-8)25154 12 
(iii) inf Tne mq x? gni 


; 1 1 1 
@) 1 +а"! + а"! УК 1 + а?" +a" {+ al =] + a" 


ly Dem "ү", 
@) (e) XII" «(ey 1 


=(а? গা) х 1118 х (с, 81৯ 


ns সির N S] 
maqa? M хд" -n Xa” -l 
2 
=a! SSS 242-1 
=a =]. 
2 2 2 2 
(ii) (а?) +1m-+m X (qn-")n d X (an- n атава 
з 8 з з 3..8 
=a? m ха" 77 ха" -V 
r E b = 
mal -m im 48358878৮৫০], 


n E 1 1 
(ii) 112৮1 +a" "i Е 1 Talon qi Ipa "+ qu 


1 


= C T a" е. 
а(+а Fa" t) а" СТР 


n 


এ I 
+ Than) 


a! а" 
“ataman f траса +a! +a" 
a! --a"--a" 


“атай”! 


স্ুচকের নিয়মাবলী 7 
উদ. 7. যদি ৫০-৮-০* এবং b*—ac হয়, প্রমাণ 1+1=2 


যেহেতু ০০-৮৮% s, а= 6? 
এবং যেহেতু c'=bv .. m 


আবার сөр b*-ac .. ৮০-৮৯৮* 


k AE তে 
বা, 2-+% 
= 2 
n-Tad Me 08 
3l সা терт «ае 1 


Sgi. 8. যদি m=az, п=а', а= (туп). হয়, 
প্রমাণ কর xyz-1 
এখন, а? -—(m'"n?)* 
4, a?-—((a*)". (a) F 
বা, а? =а®*. а =а%*"*° 
2=2ху2 
So xyz-l. প্রমাণিত | 
° 
উদ. 9. айх=2+251+2% হয়, 
প্রমাণ কর х3 – 622 +6х—2=0 


এখন যেহেতু ৮-2+28+2 
к-2*=(21+2)` 
al x- 674 12s 8- [21 (3) 2.29.23) 
বা, ৮৩-6*+12-8-25+2)+3:2-2) 


[ যেহেতু x -2228455] 
বা, x?—-6x2--12x-8-4-2- 6x 12-0 
বা, x?—6x?--6x 2-0. 
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মন্তব্য? কোন সমীকরণের উভয় পক্ষে সূচক সমান হইলেই যে নিধান 


সমান হইবে এইরূপ নিশ্চিত সিদ্ধান্ত করা উচিত яп | 
যেমন, যদি o" = b" হয় তাহা হইলে ছুইদিকের সূচকের মান т 761] 


সত্বেও যে a= b হইবে তাহা বলা চলে না। 
মনে কর m-2, a-2, b--2 
তাহা হইলে а" (2)2-4 এবং b"-(—2)-4. 
S. a=b" 
এক্ষেত্রে দেখা যাইতেছে যে a"— b" কিন্তু a=b হইবে না। কারণ 
+2# 72. 
প্রশ্মমালা 1 
1. ধনাত্মক স্5ক দার! প্রকাশ কর £ 
4—2 
@ 0 s 0 45-89-8289 
(ui) 2 tyre 7 
2. সরল কর £ 
(ü) du urs 


o (Б) е) | 


(ii) [x x. 


9/8 Xis gl 

(iv) (8. - 27-3) x (64০, - 2747) 
O [entes] 

б) 4 x (21x3?) +91 


(ау 3+53 
5% (4 — 55) 


1 1 
2৮122 -278] 
(viii) E [ з(16)% 521] 


সু5কের নিয়মাবলী 9 


(ix) e x sy 1 


6% 7৮৮2০৯০258৮ 


x 


91) (3) SAT 


(x) Ps 
wol 


nre 
S 


2 1 1 1 
(si) prapa কটক ক কলকল 


(x) 


с-а 


(xii) 


‚ү ertet e-l 
бё) qua qnn 
a? prb? x. bo Pt 
+а e ЧЫ + 
(xv) = 2 ЧЕ, Ў =] 


f 1৮৭০) ea, (a+b) 
(xvi) до-ана-Ъ), PLI জেতে 


b-o sè -b 
(xvii) x Ug dus es 
. যদি a=23—2 "3 দেখাও যে 242 — 6a - 3-0. 
4. যদি a-294.27 হয়, দেখাও যে 22? — 64-5 - 0. 


S € 
A 


5. যদি x"—y" হয়, দেখাও যেই)" =" এবং 
যদি х=2р হয় দেখাও যে y=2. 

6. যদি а=", b—x'*?y*, ce x9*0y" হয়। 
দেখাও যে ar- 157৫-05-4০] 

. যদি а= 27, ৫০2” হয়, দেখাও যে х? = yz 

8. যদি p=a,q=a", (॥"9*)*=৭* হয়, 
প্রমাণ কর хул=1 

9, যদি xy"! =a, ху! =, xy =с হয়, দেখাও যে 


at *b'-»c»7?2] 


10 
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10. যদি х=1+3#+3® হয়, দেখাও যে x? – 3x* -6x—4-0 
11. যদি a=23+25 হয়, দেখাও ct এ —6a-6=0 


12. যদি у= Ç হয়, দেখাও যে ৮১+3৮-এ১ 
13. সরল কর ঃ 

ха+ь + xa "b qm-20 

@) дпа 


кы ы 1 D. 
(ü) (^7*/xa)a-c x (১৮17) х (5-%/5)555 
14. যদি += (аар) +a- Vati) হয় 
দেখাও যে x? + 3bx - 2a = 0 
1 
15. «ff x= a5 -а-\ হয়, দেখাও যে হু а= 
а 


fra অধ্যায় ও 


করণী ( Surds ) Mr Ww as" 


— 


21. করণী (Surds) বা অমূলদ রাশি (Irrational 
Numbers ) š 

যদি কোন সংখ্যাকে দুইটি পূর্ণসংখ্যার ээс [2 আকারে, যেখানে p 
ও q দুইটি পূর্ণসংখ্যা (integer )] প্রকাশ করা ন! যায় তাহা হইলে সেই 
সংখ্যাকে অযূলদ সংখ্যা বা অযূজ্দ রাশি (Irrational Number) বলে। 
অর্থাৎ যদি কোন রাশির কোন মূল সম্পূর্ণরূপে নির্ণয় করা ন! যায় তখন CHE 
মূল (root).ce করণী বা অমূলদ রাশি বলে । যেমন_ 

তু, এ, 3/5, 4/7, Ja, Јаз bš ইত্যাদি রাশিগুলি করণীর 

উদাহরণ | 

22. JAT রাশি ( Rational Number ) 2 

যদি কোন সংখ্যাকে দুইটি পূর্ণসংখ্যার অনুপাতে (৮ আকারে, p ও এ 


দুইটি পূৰ্ণসংখ্যা ) প্রকাশ করা যায় তাহা হইলে এ সংখ্যাকে qar রাশি বা 
чан সংখ্যা বলে। যেমন 


м1, 3/8, V3% 1797 ইত্যাদি সংখ্যাগুলি করণীর মত দেখা গেলেও 


প্রকৃতপক্ষে ইহারা যূলদ রাশি। 
কারণ /4=2, 1/872, /й = 21-3 ; 
অতএব এইগুলি qur রাশি। 


যদি করণীর ҷа স্থচক সংখ্যা দ্বিতীয় ক্রমের ( Second Order ) হয় তাহা 
হইলে করণীকে দ্বিতীয় #4 ( Quadratic Surd ) 41 দ্বিতীয় ক্রমের করণী 
(2nd Order Surd ) বলা হয়। যদি করণীর মূল স্থচকসংখ্যা তৃতীয় ক্রমে 
‚д তাহা হইলে করণীকে ত্রিঘাত করণী ( Cubic Surd ) বলে ইত্যাদি। 
qua, (5 হুইল feste করণী 
3/7 হইল faute করণী 
«ЛІ হইল চতুৰ্থ ক্রমের করণী ইত্যাদি | 


nj 


12 বীজগণিত 


আবার কতকগুলি করণী ( Surd ) যখন একই ক্রমের হয় তখন তাহাদের 
зза ( equiradical ) করণী ata | 

মন্তব্যঃ Radical Sign বলিতে আমরা VU Nf ee 
ইত্যাদি চিহ্নগুলিকে বুঝি | 

23. শুদ্ধ করণী এবং মিশ্র করণী / Pure Surd and Mixed 
‘Surd ) $ 
থে করণীতে qaw সংখ্যা থাকে না তাহাকে শুদ্ধ করণী ( Pure Surd ) 
বলে এবং যে করণীতে কোন যুলদ সংখ্যা এবং чычаң সংখ্যা থাকে তাহাকে 
মিশ্র করণী (Mixed Surd) «mi একটি পদবিশিষ্ট করণীকে সরল 
করণী ( Simple Surd ) এবং যদি একের অধিক করণী ‘4+? চিহ্ন অথবা ° - ° 
চিহ্ন দ্বারা সংযুক্ত থাকে তখন তাহাদের যৌগিক করণী ( Compound 
Surd ) «ta | একই чае বিশিষ্ট করণীগুলিকে সমমূলীম্ব (equiradical) 
яй বলে। যেমন-_ 

Уз, 24/5 ইত্যাদি হইল সরল করণী এবং 1+ J2, /3+2 ,/3; 
/3-25 ইত্যাদি হইল যৌগিক করণী। 

আবার V2, J3,2/7, 2/10 ইত্যাদি হইল শুদ্ধ করণীর উদাহরণ এবং 
2+ J3,1+ J2, 5 VT হইল মিশ্র করণীর উদাহরণ | 

করণীর নিয়লিখিত ধর্মগুলি (Properties) eter দরকার। 

যদি m এবং п ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা ( positive integer ) হয় এবং 
48 y মূলদ সংখ্যা ( rational numbers ) হয়, তাহা হইলে 


6 (ал) =x O Ure Vy 
(iii) SEN (iv) = 2 শা 
Уу 
24. নিয়লিখিত করণীগুলিকে শুদ্ধ করণীতে প্রকাশ £ 
(i) 8/5. (ü) 5439, 
G) 8. 4$-(8?)৯, /3- (89)! . (3)! -:8* 3)}=(64 , 3)! 
= (1923 = am. 


(8) 5. V/5= (5)? . (33 - (5৯, 2)] 2 Q5. aso» 
= ‚/), 


করণী 13 
25. নিয়লিখিত করণীগুলিকে মিশা করণীতে প্রকাশ š 
(9 ১৪5, G) 80. 
0) : J83= (32) = (162)! = við. /3- (4°). 5-4 V3. 
G) 4/50= (252) 2523 (3-5 . vs. 
26. মান নিৰ্ণয় ঃ | 


аот 
G) 5086-4718 @) VBE 


Т 
৮৮ 
এ _ \169х52% _ V169 . 4/46. Yz? 
yp “Tf My* 
vet pe 5 9 6 2 1 E CE 
4/132 . PE Az? 13*.x*.2* 13 £x gd 
i E. 2 


>. У13 . Ук al Nz 2409 Е4 Jz =š йс 


(৮) 


27. বিভিন্ন ক্রমের করণীকে সমমূলীয় ( equiradical ): 
করণীতে প্রকাশ : 
G) V3, 5/4, */5-c* সমযূলীয় করণীতে প্রকাশ কর। 
এখানে 2, 3, 4-এর а. সা. গু.= 12 
43 = 13/36 = 12/738 
3/4 = 12/45 = 13/586 
үв= 12/55 = 12/138. 
নির্ণেয় করণীগুলি হইল 12/709, 12/956, 19/135 
2.8. কোন মূলদরাশিকে যে-কোন ক্রমে প্রকাশ : 
З= ‚/3% = 1/35 = 4/38 =А/35 = 8৮ 5৪৭ ইত্যাদি। 
29. বিভিন্ন асля করণীর মধ্যে পরস্পর তুললা করিয়া 
মালের ক্রম নির্ণয় £ 
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২, 4/20 ইহাদের মধ্যে কোন্টি বড় ? 
39= 1/9*=12 9х9х9х9 =!Җ/6561 
আবার 4/20=15/90° = ! 5/8000 
যেহেতু 8000-6561 zs. 2/8000 23/6861 
অর্থাৎ, 1/202 */9. 
210. কোন করণীর সরলতম আকারে প্রকাশ £ 
২5%-কে।সরলতম আকারে প্রকাশ কর। 
М$18= ২/64% 8 = 82 x 22 х2= 82. 4/92. 4/2 
=8,2у2=16 y2. 
211. সদৃশ (Similar ) এবং অসদৃশ ( Dissimilar ) adt: 
যে সমস্ত করণীর মধ্যে একই অমূলদ সংখ্য! (Irrational Number ) 
খাকে তাহাদিগকে সদৃশ করণী বলে। যেমন_ | 
২2, 22, 5 V 2 ইত্যাদি সদৃশ করণী। 
যে সমস্ত করণীর মধ্যে একই অমূলদ সংখ্যা থাকে ন! তাহাদিগকে অসদৃশ 
করণী বলে। যেমন_ 
Jum, /28 ইহারা অসদৃশ করণী। 
কারণ ২/27- ১৪৮%3-3 43 
у28 = у4х7=2 4/7 
212. করণীর যোগ ও বিয়োগ ( Addition and Subtrac- 
tion of Surds ) š 
করণীর যোগ яча! বিয়োগের ক্ষেত্রে করণী গুলিকে প্রথমে সরলতম আকারে 
এবং একই ক্রমে প্রকাশ করিতে হইবে এবং তারপর এই যোগ ও বিয়োগ 
algebraic method-4 করা সম্ভব হইবে। 
যেমন, G) ২7414 M= /49х3+ /9х3=7 343V3 
= 49(7 3) =10 V3. 
(ü) 3/628— 5/135+ 5/10 
=3/125x5—3/27x5+ 21x5 
= 3/135.4/5 — 2/21.3/5 + ১৪১৬৪ 
25,3/5 - 335+ 2.2/5 
-3/5(5 — 34-2) = 4.5/5 
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213. করণীর গুণ ( Multiplication of Surds ) š 

করণীগুলি সমমূলীয় হইলে উহাদের মূলদ রাশির সহিত মূলদরাশির গুণ এবং 
'অযূলদ রাশির সহিত অযূলদ রাশির গুণ করিতে হইবে । আবার করণীগুলি 
যদি বিভিন্ন анда হয় তাহা হইলে প্রথমে উহাদের সমমূলীয় করণীতে পরিণত 
করিতে হইবে এবং তারপর আগের মত গুণ করিতে হইবে। 


যেমন (i) 6৯ 5/10 
«6! x10? 
= (6x 10)! = (60)3 3/60 
(ü) (4542 /3)6৮/5-3 43) 
= 4/5. /5— 3/5. /3+2 3. 5—2.3. v3. V8 
25-3 154-2 /15—6.3 
25-18- ү15= -13- ‚/15= — (13+ 4/15). 
2.14. করণীর ভাগ ( Division of Surds ) : 
কোন করণীকে war একটি করণী বা মিশ্র করণী ছারা ভাগ করিতে হইলে 


ভাগটিকে প্রথমে ভগ্নাংশের আকারে লিখিতে হইবে এবং তারপর ইহাকে 
আগের মত মূলদ রাশিতে প্রকাশ чу লইতে হুইবে। 


s M42 
37. = 
যেষন (1) ২/4-+8- = 5/85 
а Сп (2 й 
512 ঠা 32 
Me ү. 
32 


У5_ N5X УЗ _ J15 
ЧУ 8-349-9473" BUSS BE 


ENS 
9 


245. প্রতিযোগী করণী ( Conjugate Surds ) š 

যদি দুইটি করণীঘুক্ত রাশি (expression) এমন হয় যে উহাদের গুণফল 
“একটি qan রাশি, তাহা হইলে তাহাদিগকে প্রতিযোগী করণী ( Conjugate 
Surds ) XA | 
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যেমন (i) 3/4 এবং 2/2 হইল প্রতিযোগী করণী। 
২4৮ 3/2 1/22 x 22 (2: x 2) = 8 
=(25)5 = 2, J 
Gi) /৮+ mmt /%- Vy হইল প্রতিযোগী করণী। 
কারণ (ух Jv) x (Vx— Jy)= x-y. 
(i) (3x Yy) এবং (8/2 + Jay Vy?) প্রতিষোগী করণী, কারণ 


উহাদের গুণফল x- у. 
(iv) (০4+ V১) এবং (a— Jb) প্রতিযোগী করণী, কারণ উহাদের 
গুণফল а? — b. 


নিয়লিখিত ফলাফলগুলি মনে রাখা দরকার | 
(i) (a+ V৮) এবং (a— Jb) এই দুইটি প্রতিযোগী করণীর যোগফল | 
xen রাশ | 


কারণ (a+ v b) --(a— Ab) = 2а. 
(ü) যদি a+ Jb—x- 4) হয় তাহা হইলে a- Jb=x-—- Jv 
হইবে। 
246. করণী নিরসন (Rationalisation) 
কোন করণীকে অন্য কোন করণী দ্বারা গুণ করিয়া যূলদ রাশিতে 
পরিণত করাকে করণী নিরসন q? | 
যেমন (i) 45x ¿5= 0/25 =5, 
Gü) 2১3১6 /33* 6x 3— 18. - 
(iii) Ais uL ভগ্রাশের হরকে Rationalise কর p 
Vl+x*+ ৮] х? 
zu Jitz- vl- x) ЈЕ /1-х?) 
TUE + VI- Jit xt У/1-х*) 
= (Л yi 
V1 x?) a ( JT - x?)* 


2-2J1-x* 1- у х 
«Е - "n 
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247. অমূলদ রাশির বর্গমূলাকর্ষণ (Extraction of square 


root of an irrational number) š 
a+ Jb এর বর্গমূল নির্ণয় করিতে গেলে প্রথমে লক্ষ্য করিতে হইবে 
(xx vy)? = x v2 xy 
যদি x-F ya এবং 2 /ху= b হয়, তাহা হইলে 
(ух+ Jy)* =а+ Jb 
Max >= Ух+ vy 
যদি Jb একটি শুদ্ধকরণী হয় তাহা হইলে a+ Jb এর 45 নির্ণয় ая | 
মনেকর Vat Jb7 /xz=+ Vy 
উভয়পক্ষকে বর্গ করিয়া পাই, 
a+ /b=x+y+2 xy 
উভয়পক্ষ হইতে মুলদরাশির সহিত মূলদরাশি এবং অমূলদ রাশির সহিত 
অমুজদ রাশি সমান (equate) করিয়া পাই, 
a=x+y এবং 4৮2 уху 
a? —b= (x+y)? -4xy=(x— y)? 
Jaz b=x-y (মনে কর xy) 
এখন x+y=a ৮00) 
х-у= Ма? © (ii) 
(i) ও (ü) হইতে পাই, х= a+ Ja? — b), у= Ма Ja*- D) 
*, a+ Jb এর বর্গমূল অর্থাৎ 
Ja = JVa+ Ja* -b) * Уа Jat b). 
মন্তব্য ? যদি ৫+ /b=x+ Vy হয় (যেখানে а, b, x, y মূলদরাশি), 
তাহা হইলে a= x, b= y হইবে। 
উদ. 1. 16-5 J7 এর বর্গমূল নির্ণয় কর। 
মনে কর, +/16-5/7- Jx- Jy 
বা, 16—5/7=х+у-2./ху ( বর্গ করিয়া পাই ) 
x+y=16, 2 /xy=5 J? 
(x - y)? = (x +y)? 4ху= 16? — (5 /7)* 
= 256-175= 81 
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х-у=9 (মনে কর ৯১১), 
x+y=16 see G 
x—y=9 к (и) 
(|) (2 হইতে পাই, ৮-2, ১7 
7. биб аца = УЗЙ— Ji 


„УЗ+1 =V3-! i 
Ф. 2. যদি ৫ Sya এবং ৮৮837 Ws তাহা হইলে 
а? + ab -- b? 


gigas এর মান নির্ণয় কর। 


_ /3+1, ৬3) _(/3+-1)৯+6/3-1) 

eb SS IT Jati". (VB) (Ds 
-3+1+2v3+3+1-2v3_, 
X-Men Meng 

J3-41, J3-1. 

J3-1 J3-1 

a° +ab+b2? | (a+b)? — ab 

a*—ab--b?  (a--b)* —3ab 


এবং ab= 1 


matt 16-1 
42-31 16-3 
"Eye 


দি <= Va+2b+ Ja—2b 
Ww. 3. ай <= ETT Ма ар হয়, তাহা হইলে দেখাও 


QUbx? ০:৮+ ৮0. 
যোগ ও ভাগ প্রক্রিয়া ছার! প্রদত্ত শত হইতে পাই, 
xl Va4- 2b 
(x1)! a+2b 
(x-i1** a—2b 


বা x"+2r+1 a+2b 
' х%ї—2с+1 а 25 
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"পুনরায় যোগ ও ভাগ প্রক্রিয়া ছার| পাই, 
2(x*--1) 2a - x2+1 9' 
4x “ДЬ "NEXT 2b 


বা, 2bx° +2b=2ax 
41, bx?—ax-Fb-0. 


প্রশ্নমালা 2 

1, গুণফল নির্ণয় Fa: 
() 745x5J2 (ü) 2*/2x3 4/3 (ш) 33/3x4 4/2 
div) (424-2 J3-- J7)x( J24-2 J3— J7) 
2. ভাগফল নির্ণয় কর : 

(i) 846-445 (ü) 12 3/225 J3 
(ш) 4 21578 3/6 (iv) 8410-4 415 
3. হরগুলির করণী л কর পর the demoninators) : 
ji v е 


(iii 


: J3 ০ ДУ 
G) 7255 ৮). WAVE NS: 


az. Jx?4-1— Ух ar Ма+х+ a~x 
G) жу টি Мата Vac 
4. বর্গ নির্ণয় কর £ 

(i) 28-5 J13 (ii) 346—443 
(hi) V2a+5+ 424-5 (iv) 1741242 

(у) 33-435 (vi) 37—20 3 
(vii) 17--12 ৬2 (viii) 8 + v6Ó 


5. যদি /2=1'414 হয় তাহ! হইলে 175 এর মান কত? 


6. সরল কর £ 
А + 4/6 
02573-24712 J324 5/50 


m. 3 osa Сш J6 
@) 734.46 J6 734 5 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 
18. 


19. 
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ঘি x =Y হয়, তাহা হইলে 


Vl1+x- V1—x 
Vixzt qo. এর মান fm কর। 


; 348-2 /12+ ,/20 
সয়ল 1: 5 হই 


š Мд( /3+1)(2— J3) 
সরল ক্র; OB GWSSSG T V5) 
3+1 2 
১ Jer X হয়, তাহা হইলে 
xt + х®у% + у* এর মান নির্ণয় কর। 


NST Jd. ` мч JA 
"e ২3442 ০৯ 32 o তাহা হইলে 


3x? —5x y + 3y?-« মান নির্ণয় কর। 


xfi DEDE y হয়, তাহা হইলে 
৫১7-25+22+-1-এর মান কত হইবে ? 


সরল কর; 3V2 _ 4.3 ১6 


V3+ J6 ২/6+ Bt J33 à 


যদি a=(a+ Ja 315) +a Ja 85) হয়, তাহা হইলে 
x3 4-3bx — 2a এব মান কত হইবে ? 


1 
যদি x3+, Y, doo হয়, দেখাও যে 
(++ z)* — 27xyz - 0. 


যদি (ab)! + (64 cf +c +а)#=0 হয় 
দেখাও যে (a+ b+c,5 =9(а® + b3 + 3) 


দেখাও ex (2+ /3#+,2- 3-3,6 


1 347 5/5 2 J2 
সরল яй: МЯ ЯМ" 
V5--V2 + J7 71+ 5 
Miam mlt Vm-1 „_ /mki-vm-i 


2 2 
তাহা হইলে এত et এর যান faét কর। 


20. 


wl. 


22. 


23. 


24. 
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প্রমাণ কর a bx? —ЗЬх—а)=Ь?. 
দেখাও যে ! 
gvn | ЖИЗ IENE ২0 
‚МЗЖ J6 V6 42* /2+ 73 ' 
9 Ур 40 
= 8 হইলে দেখাও যে 
(৪১-72+49)0%2+411- 2(p? + q? — 49)x = 0. 


V7— J5 , ০৮74 J5 
pomum দেখাও ৰে 


23+ y? = 1692, 
দেখাও যে 
10 J2 J10--/18 ^. 6(74 V5) 


J18— 13+ J5  J18- /3— V5 11 


তৃতীয় অধ্যায় 


জটিল রাশি (Complex Number) 

3.1. আমরা জানি কোন ধনাত্মক বা খণাত্মক রাশির বর্গ ধনাত্মক হয় 
যেমন (+ 4)2 =16 এবং (- 4)? — 16. অতএব কোন ধনাত্মক রাশির বর্গমূল 
বাস্তব রাশি হইবে। যেমন 16-এর বর্গযুল+4 বা —4 হইবে। আবার 
কোন বাস্তব রাশির বর্গ খণাত্মক হইতে পারে না, অতএব কোন etur রাশির 
"я বাস্তব হইতে পারে না। যেমন V ITG কখনই +4 বা —4 হইতে 
পারে না এবং ,/-%5 এর মান কখনই +৮:বা -% হইবে ali কিন্তু 
২/৮৪এর মান +b বা —b হইবে। অতএব 91919 ( Negative) রাশির 
ব্মূলকে কাল্পনিক (Imaginary ) রাশি বলে। কাল্পনিক রাশির সম্পূর্ণ 
বাস্তব সত্তা নাই | 

যেমন /—16= /(—1)x16= /—1Х /1б= /-1x4 

অতএব আমরা বলিতে পারি যে, খণাত্মুক রাশির аа = /—1x 
ধনাত্মক রাশির বর্গমূল। 

A —169 i ছার] স্থচিত করা হয়। 

v-167 J/-1x4-ix4- 4i 

М2 = ух у= J—1xbeib. 
3.2. i*.এর মান নির্ণয় ঃ 

এখন £০-(৯/-1)৮-(-1)8--1 


i= J-i 

#—(/Тту е" 1 

i-i xi--—1xi--i 

i*2(2)9 2; xi'-(-1)x(—1)-1 
=ñ xi=+lxi=-+i 

i$24* xi*-2-Rlx -1-2-1 
Üejxi--ix-le-i£enfü 
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m যদি ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা হয়, তাহা হইলে 
1৮05) =(+1)"=+1 
1691 mit і 
jimte шө = Ф1Х 1 1 


14153 -499192.1x-i--i ইত্যাদি। 


i-ga খণাত্মক ( Negative ) ঘাত š 


ат б" 1 

j 4*1 = 1 = 1 AH. —1 
pamti jm; i 

1 55/21/1528 
imta qmi 1х—1 

ат) = "d usu. ৮8:12 8 
amt qim; Jia —1xi —1xi? 
dnt dis 
+1 ti 

বাস্তবরাশি ঘটিত যোগ, বিয়োগ, গুণ, ভাগ যাবতীয় প্রক্রিয়া, কাল্পনিক 
রাশির বেলাতে এই সকল প্রক্রিয়া প্রযোজ্য হইবে | 


যেমন (i) 5i+3i=8i 
(i) 8i-2i-6i 
(iii) 4iX4i-16i* 216x —1- - 16 


(v) £12 ইত্যাদি । 
1 
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33. জটিল রাশি ( Complex Number ) 

যে-কোন দুইটি বাস্তব রাশি ৭ ও b x^ atib আকারে প্রকাশ করা 
যায় তাহ] হইলে ৫+$৮কে জটিল রাশি ага | 

যেমন 4+ 81, 2- 5i, /2+5; প্রত্যেকটি জটিল রাশি | 

a-ib রাশির a হইল বাস্তব এবং ib হইল কাল্পনিক। 

যদি а=0 হয় তাহা হইলে জটিল রাশি সম্পূর্ণ কাল্পনিক রাশিতে পরিণত 
হয় এবং b=0 হইলে জটিল রাশিটি বাস্তব রাশিতে পরিণত হয়। 

а+ф ও a—ib এই দুইটি জটিল রাশির একটিকে অপরটির অন্ুবন্ধী 
জটিল রাশি ( Conjugate Complex Quantity ) ata | 

a +ib এবং c+ id এই দুইটি জটিল রাশি সমান হইবে Xf а=с এবং 
= হয়। অর্থাৎ বাস্তব অংশ দুইটি পরস্পর সমান এবং কাল্পনিক অংশ 
ছুইটিও পরস্পর সমান হয়। 

3.4. iaa জ্যামিতিক অর্থ ( Geometrical Interpretation 
ofi): 

4 কর, XOX এবং YoY দুইটি সরলরেখা পরস্পর аҹ এবং উহার! 
পরস্পর о বিন্দুতে ছেদ করিয়াছে । ০-কে মূলবিন্দু বল! হয়। ১০১-ক 
এ-অক্ষ, +০+/-কে у-щл বলা 
হয়। ০-কে কেন্দ্র করিয়া! 
1-এর সমান ব্যাসার্ধ লইয়া 
একটি বৃত্ত অঙ্কিত কর! হইল 
যাহ! ৮-অক্ষকে А ও A বিন্দুছয়ে 
এবং у чине B ев ч 
ছেদ করিল। A (-অক্ষের 
ধনাত্মক দিকে A অবস্থিত ) 
+1 বিন্দু সুচিত করে এবং a 
(x-a খণাত্মক দিকে А” 


অবস্থিত ) —1 বিন্দু সুচিত করে। 

এখন А বিন্দু ধনাত্মক দিকে (anticlockwise ) এক সমকোণ করিয়া 
৪-তে আসিল এবং ৪ বিন্দু হইতে আর এক সমকোণ করিয়া Aaa অবস্থানে 
আসিল। এখানে 4০2 সমকোণ হইল। A“ বিন্দু দ্বারা —1 বা 
J-1x /-13 ixi, i? সুচিত হয়। অতএব A বিন্দু в বিন্দুতে 
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আসিলে в বিন্দু দ্বারা J—1 а] 5স্ুচিত হয়। আবার A বিন্দু «বিন্দু 
হইতে 1 সমকোণ করিয়! в বিন্দুতে আদিল | অতএব A বিন্দু в বিন্দুতে 
আসিতে তিন সমকোণ খুরিল। в বিন্দু দ্বার! ২৮)» ৬/-1৯২/ T 
বা £%৯$ 41195 বা – i চিত হয়। 
আবার в বিন্দু হইতে এক সমকোণ ঘুরিয়! A বিন্দু А বিন্দুতেই ফিরিয়া 
আসিল। 
2. АЙ ধনাত্মক দিকে 4 সমকোণ ঘুরিয়া পুনরায় A বিন্দুতে РР 
'আসিল। 
‘+ এ বিন্দু J-1x /-1xV- x J-liixixixiq + 
বা? দার সুচিত হয়। 
s A বিন্দুদ্ধারা 1 সুচিত হয়; 
в fatal i সুচিত হয়; 
A বিন্ুদ্ধারা — 1 সুচিত হয়; 
8 а দ্বারা -; সুচিত হয়। 
এখানে+1 ও —1 বাস্তব সংখ্যা এবং =-অক্ষের ধনাত্মক দিকে অবস্থিত 
আর i ও -; কাল্পনিক সংখ্যা ॥-অক্ষের উপর অবস্থিত । যেহেতু ব্যাসার্ধ 
1 একটি বাস্তব সংখ্যা, অতএব সমস্ত বান্জব সংখ্য! :৮-অক্ষের উপর থাকিবে। 
এই কারণে «-অক্ষকে বাস্তব অক্ষ (Real axis) এবং 7-অক্ষকে কাল্পনিক 
*w"* (Imaginary axis) বলে | 
3.5. জটিল রাশির জ্যামিতিক অর্থ ঃ 
xax এবং vov সরলরেখা দুইটি পরস্পর AT এবং ০ рә ছেদ 
করিয়াছে хох হইল বাস্তব 


অক্ষ এবং Үсү হইল কাল্পনিক 1А 
ттр O মূলবিন্দু B Р 
a+ib একটি জটিল রাশি 
এবং ইহার а বাস্তব এবং b M 


বাস্তব হইলেও ib কার্লনিক। 
OX-98 উপর এমন দুইটি বিন্দু 
L SA লও যেন OL=1 এবং ү! 


ОА GET | 
oL 
A বিন্দু ছারা а ( বাস্তব সংখ্যা ) সুচিত হইল। 


x 
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যদি a খণাত্মক ( Negative ) হয় তাহা হইলে A (аф 0%-এর উপর: 
হইবে। আবার Pref এমন দুইটি বিন্দু M ев লও যেন; 


OM-0L-1 এবং © Ов =b е! 


যেহেতু Yoy“ Het ww, অতএব B বিন্দুটি দ্বার! 1৮ সুচিত হইবে। 
যদি 8বিন্দু ০+-এর উপর এমনভাবে 163) হয় যেন ০৪- ов, তাহা 
হইলে в বিন্দুটি ছার! - ib স্থুচিত হইবে | 

এখন A বিন্দুর মধ্য দিয়া ০১-এর উপর ( ধনাত্মক দিকে) এবং в বিন্দুর 
মধ্য দিয়া ০/-এর উপর (ধনাত্মক দিকে) দুইটি wg টান। এই ач দুইটি 
পরস্পর Р বিন্দুতে ছেদ করিল। ,', বিন্দু দ্বারা atib সুচিত হইল। 
এতএব хох” এবং YOY অক্ষদ্যগামী সমতলের উপর যে-কোন বিন্দুর 
স্থানাঙ্ক (a, b) হইলে এ বিন্দু দ্বারাই atib জটিল রাশিটি সুচিত হইবে। 

মন্তব্য 8 যুলবিন্দু o, ০+$০কে স্থাচত করে। XOX ও vov SFI- 
গামী এই সমতলকে জটিল সমতল 409 | 

০৮. /এ*+2কে atib এর পরমমান বাঁ মভিউলাস (Modulus ) 
বলে। 

যেমন 443; এর পরমমান 4] মডিউলাস হইল 1649-25 


3.6. জটিল রাশির কতকগুলি ধর্ম ঃ 
(A) a+ib=0 হইলে a=0, b=0 হইবে। 
যেহেতু actib-0 4,a--—ib বা, a?— —b? বা, a*--b?* —0 
а? ও b? উভয়েই ধনাত্মক, অতএব উহাদের যোগফল 0 হইতে পাঁরে না 1. 
উহাদের যোগফল 0 হইবে যদি উহারা প্রত্যেকে আলাদাভাবে শূন্ত (0) হয়। 
2৪০20, b?- 
অর্থাৎ а=0, ৮০০. 
(8) 675৬ হইলে а=с এবং b= d হইবে | 
© а+ф=с-+14 
*._(а—-с)+1(Ь-4)=0 
বা, (a-c)= -i(b-d) 
বা, (a-0)*= -(b-d)* 
`, (a-c)'+(b-d)*=0 


NS 
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যেহেতু (a—c)? এবং (০-৭)? উভয়েই ধনাত্মক, সেই কারণে উহাদের, 
যোগফল 0 হইতে পারে যদি উহার! প্রত্যেকে 0 হয়। 
"^ а-с=0, b-d-0 
অর্থাৎ ৫-০ এবং bd. 
অতএব দুইটি কাল্পনিক জটিল রাশি পরস্পর সমান হইলে বাস্তব эрит 
পরস্পর সমান এবং কাল্পনিক অংশছয় পরস্পর সমান হইবে। 
(C) দুইটি অন্ুবন্ধী জটিল রাশির (Conjugate Complex Numbers); 
যোগফল ও গুণফল বাস্তব 5804 1 
(ü 'a-ib)- (a - ib) 26 (বাস্তব ) 
(i) (a-ib)x(a—ib)-a?—(ib)*—a?-Fb? (বাস্তব) 
(D) দুইটি জটিল রাশির যোগফল ও বিয়োগফল জটিল রাশি হইবে। 
(i) (a+íib)+(c+id)=(a+c)+i(b+d) (জটিল রাশি ) 
(ii) (a--ib)— (c+id)=(a—c)+i (b—d) (জটিল রাশি ) 
(iii) (а+1Ь)х (c+id)=(ac—bd)--i(bc+ad) (জটিল রাশি) 
মন্তব্য £ দুই বা ততোধিক জটিল রাশির যোগফল, বিয়োগফল, equus 
জটিল রাশি হইবে | 
(E) দুইটি জটিল রাশির ভাগফল জটিল atf | 
a+ib —(a--ib)(c— id) 
cid (c+id)(c— id) : 
: — (ac+bd) + i (bc= bd) _ac+ bd , bc bd 


০৪4৫5 сафа? са? 
( ইহা জটিল রাশি ): 
(F) জটিল রাশির যে-কোন ঘাত জটিল রাশি। 
(a+ib)? = a? — b? + 2iab 
— a2 — b3 4 i 2ab (ইহা জটিল রাশি ) 


(4+)5 = a3 + 3a°.ib + За. (ib)? + (ib)? 
2(a*—3ab3)4i(3a?b—b2) (ww জটিল রাশি ), 
(G) জটিল রাশির যে-কোন মূল জটিল রাশি। 
মনে কর, atib জটিল রাশি এবং মনে কর, '/৭+ b= x 
a-rib-x" 


x Xfü বাস্তব হয় তাহা হইলে x^ বাস্তব হইবে। 


28 বীজগণিত 


যেহেতু x" বাস্তব, অতএব a+ ib বাস্তব হইবে কিন্তু কল্পনাঙ্নসারে ইহা! 
"জটিল রাশি। 
x বাস্তব হইতে পারে না। শু 
Va-ib ও বাস্তব হইতে পারে না এবং 1:/৫+7 জটিল রাশি 
ZIA I 
3:7. জটিল রাশির বর্গমূল ( Square root of a Complex 
Number ) š 
মনে কর, Va+ib = х+іу 
+ a+ib=(x+iy)? 
বা, а+ф= х? - у? +і2ху 
а= х?-у? зе (i) С°." বাস্তব অংশ বাস্তব 
Ь=2ху ৮7 (ü) অংশের সমান এবং কাল্পনিক 
অংশ কাল্পনিক অংশের সমান। ] 
(x? + y2)? = (x? — у?)?-„4х?у? 
বা, (+y) a+b? i 
z°+y°=+ Уа +ъ2 © (di) 
(д + (йй), а. 
এবং (iii) —(0), уени 
CX +Í 11. fay 


у= ы ыйы, -aj 


. бой ব্গযূল= + (аьа) Hil Vass ba – а) 
( যেখানে b ধনাত্মক ) 
এবং {йй বগমূল = aF +a)}? -ihat F — ай] 
( যেখানে b খণাত্মক ) 
মন্তব্যঃ (1) b ধনাত্মক হইলে (ii) হইতে পাই, x ву উভয়েই 
"ধনাত্মক অথবা উভয়েই খণাত্মক। 
b adas হইলে, x ও 7-এর একটি ধনাত্মক অপরটি প্রণাত্মক হইবে | 
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(2) যদি JaFib=x+iy হয়, তাহা হইলে 
4/2-৮-4-1) হইবে। 
এখন Va+ib=x+iy 
বা, 2+৮-:2-7৭47227 
*. a=x%-—y2, b-2xy 
a—ibex?.— y? —i2xy 
4, a-ib-(x iy)? 
`. Ja-ib-x-iy 
3.8. পরমমান বা মডিউলাসের কতকগুলি ধর্ম £ 
ar ib-43 modulus-C$ mod (a + ib) লেখা হয় | 
(i) mod (a + ib) = mod (a — ib) 
mod (a + ib) 2 Ja +b? 
এবং mod (a — ib) — Ja: x (— ib)? = Vaz +b 
mod (a + ib) = mod (a ib). 
Gü) দুইটি জটিল রাশির modulus-ez ава উহাদের modulus- 
GI গুণফলের সমান | 
মনে কর, atil এবং ০4-10 ঢুইটি জটিল aP । 
এখন (a +ib) (c + id) = (ac — bd) + i(bc + ad) 
ইহাদের modulus = V (ac - bd)? + (bc + ad)? 
= V adc? + b*d? — 2acbd + b°c2 + a?d? + 2bcad 
- Va кй) EEG ка) = হক 
= V (a? +b2)X V (c? + d*) 7 (a + ib)-aq modulus x 
(c + id)-43 modulus.. 
qea; দুইটি জটিল রাশির ভাগফলের modulus উহাদের Modulus 
দুইটির ভাগফলের সমান 1 


39. 1-এর ঘনমূল (Cube root of unity) š 
মনে কর, х= VI 
д х%=1 বা, x?-1-20 
а, (х—1)(х®+х+1)=0 

x—-120 "T (2) 
অথবা, х®+х+1=0 ses (iù 
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s (i) হইতে পাই, х=1 এবং 
(8) হইতে পাই <= аын 


এ-এর чача হইল 1, M— ARS K-1-V- 23), 
ইহার প্রথমটি বাস্তব এবং অপর দুইটি কাল্পনিক | 
এককের ঘনমূল সম্বন্ধে কতকগুলি সিদ্ধান্ত : 
(1) 1-এর «mm তিনটির যোগফল 0. 
এখন, 14) 07 10V -3)*M - 1- V -3) 
11,V-3 Y-3 


epatis e аа 


(2) 1-এর কাল্পনিক waqa দুইটির গুণফল 1 0804 | 
গুণফল”1(-1+1/-5)%10-1-%-3) 
21[(-0?- তি EATER 


. Х-1+7У – 3-7 
অতএব দেখা যাইতেছে যে, প্রত্যেক কাল্পনিক ঘনযূল অপরটির অন্তোন্যক 
"{ reciprocal ) | 
(3) 1-এর কাল্পনিক ঘনমূল দুইটির প্রত্যেকটির বর্গ অপরটির সমান। 
এখন 11(-1+5%/-8)5-101-3-2% 3) 
«1(-2-2V -3)=w(—-1- У —3) 
আবার 18(-1- /-3)%-801-3+2% -3) 
-1(-1-4 ৬3), 
অতএব প্রত্যেক কাল্পনিক waqa অপর কাল্পনিক ঘনমূলের বর্গ । অতএব 
"wife ачи দুইটির একটিকে o বলিলে অপরটি o? হয়। অর্থাৎ 1-এর 
жаг যথাক্রমে 1, o, 0? দ্বারা সুচিত করা হয়। 
"Wa: 1+0 lth -l+ y 3 +1]-(-1- v 23) 
21-])*iV -3-14-1V-3 
=0 
1 .an = uaaa 7৮৮9৮ = ñ 
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(ü) কাল্পনিক ঘনমূল দুইটির গুণফল = o. o? 
-0-1+%-5)১৫-1-%3-8) 
=W- D2- (- ৮3) 
=Ң1+3)=4=1 


o? 71. 


44) ০-এর বিভিন্ন মানের ঘাত ( Powers of o ) 
০-এর যে-কোন ধনাত্মক অখণ্ড ঘাত ০ 31 ০৪ 5804 1 

(о) =w 

(o) o? 

(9) 71 


0*9 o9. 2 


95 — 99,9? = 2 
PLE ESI 


w = 52,93. =1Лв=о 


n যদি একটি ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা হয়, vetu] হইলে 
w” = (95) 2 (D^ 21 
499^ *12 4439 w= lw 


ELES = 2 9 
4959 * 9 ==„3” 2 = 0১2 


আবার s= l =ү=1 
а 
৮৪০৯ "ডা" "= 
тает) 
ভাটি D E a a e 


অতণব ০-এর যে-কোন অখণ্ড ঘাতের সুচক ধনাত্মক বা wu যাহাই 
হউক না কেন ঘাতটির মান 1, o বা o? হইবে | 
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উদ্দী, 1. - 1-99 qaqa নির্ণয় কর। 
মনে কর, х= NEST 


lcm বা, #®+1=0 
বা, (x41)(x?2-x41)50 І 
বাঃ (х+1)=0 a S (i) 
বা, х? -х+1=0 ee vos tii) 
(i) হইতে পাই, x=- 1, ; 


(ii) হইতে পাই,- (1+ V —3) 
—1- яңа হইল -1, И1+ / 23), 5(*1- У—3) 
in 2. 4—3i-«a «qa নির্ণয় কর। 
মনে কর, / 4—3i=x+iy 
বা, 4-3i-x?- y +2ixy 
যেহেতু বাস্তব মানগুলি বাস্তব মানগুলির সমান এবং কাল্পনিক মানগুলি 
কাল্পনিক mu সমান, 


x* 2— y2=4 - (2) 
2ху= -3 ye (ii) 
es (28 + y2)* 2(x? — 2)? 14402 
=16+9=25 

х? +у?=5 ... (їй) 
M PM Р d 
()*(i), 2x*?-9 — .. 27 
Gü)- G, 25-1 —.". азс 


11) হইতে দেখা যায় xy ধনাত্মক 
সুতরাং x ও у বিপরীত (еца | 


3 Nas ২ 
ЖУ E 3 с 
% x-— 45 ১7 < 
facín а Ua 430 i) 
এবং биз а= — 7 3 tT 223-8 


অর্থাৎ facta বুল = ул, 3—9. 
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зт. з. 3 Stii A +18 আকারে প্রকাশ কর। 
3+4i 28৫ (3+4)5_9-16+24 
3-4" QGR-(49 9416 25 


28-16 a 4.2%. 
25 25 25 


ইহা! A +iB আকারের। 


উদ. 4, 1-এর ача নির্ণয় কর। 
ie-l1x2i-1Qi-1- D230-42i- 1) 
-Y0-2i-i*) = 30-1)? 


5. Yi-kTQ149 
SS deu ача = + Jalti). 


উদা, 5. 3-41-41 modulus নির্ণয় কর 1 
mod (3+4) = V 393 +42= V 9-167 V 25=5. 


wn. 6. প্রমাণ কর যে хоя বাস্তব মান 15 =৭- —ib সমীকরণটিকে , 
সিদ্ধ করে বা ০০+৮০-] হয়॥ 


| 2 
যেহেতু ব71-৭-% 


বা, l-ix-a-Fiax- ibt bx 
বা, bx+iax+ix=1-a+ib 
বা, 2৮647910291 
1—а+1Ь _ (5 a+ibib- (1 + a) 
t= Filta) — (0) —iü(1-3)? 
= 1(1—a) +НЬ— —(а+1)} 
b? — {(а+1)}# 
p ab-F ib? — (a + 1)i  ia(a - 1) - b(a-- 1) 
b? -F(a-- 1)? 


2b--i(b2 a? — 1). 2b-Fi(b? +a? - 1) 
“p++: — b'+a?+2a+1 
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এখন দেখা যাইতেছে যে, যদি ৮১4৭2 —1=0 হয় অর্থাৎ যদি b? Fa? 
=1 হয় তাহা হইলে ilb? +a? – 1) =0 হইবে এবং তখন 4-এর বাস্তব মান 


2b 
PFa papi হইবে! 


T a +b2=1 হইলে £-এর বাস্তব মান সমীকরণটিকে সিদ্ধ করিবে। 
উদা.7. দেখাও сч (1L-2wcw?)*-(04w-w??--4. 
বামপক্ষ = 14620-40 — 2ш+2ш® —2w? + 1+ w+ wt + 2৮ 
—2w? _ 20% 
=] +w? 4-w?.w —-2w--2w? —2w? --1-- w? +m р 
+2w— 20° —2w* 
=1+w°+1lw-2v+2w2-2.1+1+w? +1wt2.w 
— 2w? — 2,1 
=1+w+w2?-—-2w+w?+1)+3w2+3w-—-1l 
20—-20--3(u?--w)-1 ['. 1 + 39002 = 045305 =1] 
=3(—1)—1= -3-1= - 4. 


Si. 8. 41৯ যদি ajibag একটি qaqa হয়, প্রমাণ কর 
b 
а у) +5, 


আমরা জানি 3а tiy 
বা, a-Fib-(x-iy) 
বা, a-Fibe(x* -3ху*)+ (3x?y — y?) 


aux? —3x5* 


b23x?y- y? ° 
হী ও ° Hes 8 
s? a4 b x! —3ху? 8x yy 
wo» x y 


Lx3y-3xy?  3x* y — xy? 
xy 
LL zty Axy! LL 4ху(х% — *) 


xy xy 
= 4x? — y). 
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প্রশ্নমালা 3 

1. বর্গমূল নির্ণয় কর £ 

() 42i—40 Gü 21-204-1 
G) 7-—24i (ij) 16-30/ —1 
(u) a?+2ai—1 
2, নিয়লিখিত রাশিগুলির modulus নির্ণয় «a : 

() 4-3i @ Zitai (iii) 8-9 (৮) 151 
З.(а) দেখাও ষে 

аа —€— 

(1-1)? (1+3) 

1৬ 

(ii) 1i i 

Gi) 1 1 6 


Qx95*Q-) 25 
(v) V4434 —20t 4-34 2976 


o р 

(b) (/3- 421(243- +2)-কে A +iB আকারে প্রকাশ কর! 

4. যদি x=3+4i p=3- 4i হয় যেখানে i= V Сү, তাহা হইলে 
xc? + y?-48 মান কত? 


.1-4-1 
5. যদি а= 78 হয়, দেখাও cx 


а%+а*+а?+1=0, 
6. যদি a=}(-1+V -3,b-4(-1- у —3) হয়, 
দেখাও যে a*-a?b? +6* =0), 
7. দেখাও сч (a*tbw-cu?Y(a- bw? +сш) 
za* +b? +c? — ab — bc — ca. 
8. প্রমাণ কর (1--w— »?)* = (1- w+ w?)* = —8, 
9. প্রমাণ কর (x+ y)? -F(xw-F yw?)? + (xw? + yw)? 26xy. 
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z 3+7i 3-2i_ 8 
10. i= ут IU দেখাও যে t2.) A. 8. 
11. দেখাও ষে 


(0 (3+3w+5w?)?=(3+5w+ 3w?) 9 64, 
Gü) ৫+৮+০)৫৫+৮৮+০০৮০)৫৫+ bw? + cu). 
=a? +03 +c? — 3abc. 

Gü) (1—)(1-®)(1—*)(1—ь%)=9. 
(v) (a-bw°+cw)(c-bw+aw?)=w. 

(৮) (1-w+w2)t+(1+w-w2)*= — 16. 
(0) Q-»w*ü-»*-»5)1-! %)=9. 

д fity-3€ 

(уй) { 3 3 Ex 


С> 


12. যদি Уа b= x-iy হয়, দেখাও যে Y a ib x-iy. 
13. দেখাও cx + y +21 хр уг 25 

=(х+ yw? + zw)(* + yw + zw?). 
14. যদি х=а+ь, y=a+bw, z—a-bw? হয়, 

দেখাও С х? + р? +z3 = 3(43 +03). 


15. যদি ৫+ = ১+) হয়, 
দেখাও যে а-у, 


চতুথ অধ্যায় 
ভেদ (Variation) 

41. মনে কর, A ও B দুইটি চলরাশি। A-«m মান পরিবর্তন. হইলে 
যদি B-44 মান একই অনুপাতে পরিবতিত হয় তবে এই পরিবর্তনকে সরলভেদ 
( Direct Variation ) বলে এবং A ও B-কে সরলভেদে অবস্থিত ata | 

А ও B সরলভেদে থাকিলে А = В ( A varies directly as B, 
or, simply, А varies as В) লিখিয়া প্রকাশ করা হয়। আবার ৪-এর 
আন পরিবর্তন হইলে xf A-এর মান একই অনুপাতে পরিবতিত হয় তবে 
“এই পরিবর্তনকেও সরলভেদ aca | 

এক্ষেত্রে B ও A-কে সরলভেদে অবস্থিত বলে। 

B = A লিখিয়া ইহা প্ৰকাশ কর! হয়। 

A e 8 যদি একই অন্গপাতে পরিবতিত হয় অর্থাৎ যদি Д ০০ B হয়, 
তাহা হইলে A= КВ হয়, যেখানে K একটি aequ | 

ধর, A« B, ete] হইলে A = КВ হইবে। 

ТА ве A 7. Ве & হইবে | 

এখানে দেখা যাইতেছে А যদি 73-এর সহিত সরলভেদে থাকে তাহা হইলে 

B-e А-ай সহিত সরলভেদে থাকিবে । কিন্তু প্রথম ক্ষেত্রে seqe K এবং 


দ্বিতীয় ক্ষেত্রে sv i হইয়াছে। 


341% (K)-এর মান নির্ণয় : 
মনে কর, Ac B এবং А=10,В=2 
যেহেতু AcB .. А=КВ 
বা, 102 K.2 
: K=5. 
42. ব্যস্ত ভেদ ( Inverse Variation ) š 


xfi Asl অর্থাৎ А А এবং 7 সরলভেদে থাকে তাহা হইলে A, 


-এর সহিত ব্যস্ত ভেদে আছে বল! হয়। 


1 А -g l 
এখানে Ае в Et Куз 
AB=K, (যেখানে К, একটি ফৰবক ) 
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wa A, B-এর সহিত ব্যস্তভেদে থাকিলে উহাদের গুণফল АВ একটি 
ধ্ৰুবক | 3 
বিপরীতক্রমে, A এবং B ব্যস্তভেদে থাকিলে A ও g সরলভেদে থাকে। 
যেহেতু А ও ব্যস্তভেদে আছে 
А ০ : বা, A=K, $ я, AB-K,. 


.. দুইটি চলরাশি ব্যস্তভেদে থাকিলে উহাদের গুণফল ঞ্বক হইবে | 
বিপরীতক্রমে, AB= K, হইলে Ae এবং Bel হয়। 
* AB=K, হইলে А ও В ব্যস্তভেদে থাকিবে। 
43. যৌগিক ভেদ ( Joint Variation ) š 
A যদি B ও ০-এর গুণফলের সহিত সরলভেদে থাকে অর্থাৎ যদি 
As Bx C হয়, তাহা হইলে বলা যায় যে А, В ও 0-এর সহিত যৌগিক 
ভেদে আছে। $ 
SJ. À c BC হইলে 
A = КВС, যেখানে K একটি 49 | 
ইহাকে বলা হয় А varies jointly as B, C. 
বিপরীতক্রমে, A যদি B ও C-এর সহিত সরল যৌগিক ভেদে থাকে, 
তাহা হইলে А এবং ВС মরলভেদে থাকিবে এবং А=КВС হইবে, 
যেখানে K একটি «4% | 
যদি 46 হয় তাহ! হইলে বল! যায় A, B-এর সহিত মরলভেদে এবং 


০-এর সহিত ব্যস্তভেদে আছে। 

44. যৌগিক ভেদ সম্বন্ধীয় প্রতিজ্ঞা ; 

যদি A = B যখন С অপরিবর্তিত থাকে এবং А c Cows B 
অপরিতিত থাকে, তাহা হইলে As BC যখন Bos C উভয়েই পরিবর্তিত 
"| 

ভেদ সন্ধন্ধীয় প্রতিজ্ঞা ঃ 

G) যদি Ac B হয় তাহা হইলে Bee А হইবে | 

প্রমাণ £ যেহেতু AB 

`. Ae KB, сүх K একটি ধ্ৰুবক । 
1 


বা, В=к.А 


B« A, যেখানে р, একটি ач»! 


ভেদ "9 
Gü) যদি Ac B এবং Be C হয়, তাহা হইলে Acc C হইবে। 
প্রমাণ? যেহেতু 2০7 .'. А=КВ, যেখানে K একটি 49 | 
যেহেতু BeC ,, B=K,C, যেখানে К, тее 
А= КВ» ККС i 
অর্থাৎ A=KK,C 
১৮০0 যেখানে KK, qui dei 
Gii) যদি ০০0 এবং ВС হয়, তাহা হইলে (А+В)=С এবং 
/АВ=С হইবে। 
প্রমাণ £ যেহেতু 2০0 s. A=KC, K একটি 99% | 
যেহেতু 8০০ .. B=K,C,K, একটি 949 
(AXB)-(KtK)C 
JS (А+ B)eC, যেখানে KEK, উভয়েই 949 1 
আবার AB-KK,C? 
3l, /АВ= J/KK,C 
МАВ=С, যেখানে /КК, একটি #49 1 
(iv) যদি ০০7 হয়, তাহা হইলে A" cc B^ হুইবে। 
eu: যেহেতু 2০০7 s. A=KB, K একটি «4% | 
বা, А"= К"В" 
SS А" B^, যেখানে К" একটি gas | 
(v) যদি А<=В এবং Сер হয় তাহা হইলে 40০70 এবং 


প্রমাণ £ যেহেতু AB s А=КВ, K একটি ধ্ৰবক। 
যেহেতু Сер ^ С=К;р, К, একটি «4% 
. AC-KK,BD `. ACxBD,যেখানে KK, একটি ধ্ৰুবক 


ай, S. D Ze Bang р, একটি нз! 


e EDU 
(vi) ай ০5790 হয়, তাহা হইলে ৪৮৫ এবং Сей їл! 
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প্রমাণ £ যেহেতু 4০570. ^ A-KBC,K একটি ধ্ৰবক। 


v. A 1 
Вес এবং Ce, যেহেতু g একটি аф | 
মন্তব্য £ দুইটি অথবা তাহার বেশী seg যোগফল, বিয়োগফল, 
গুণফল, ভাগফল প্রত্যেকেই একটি করিয়া বক হইবে | 


উদ্বা. 1. যদি x ও y সরলভেদে থাকে এবং х=5, y=3 হয়, তাহ 
হইলে 


(i) «тея মান নির্ণয় কর। 
(ii) x ও y-ga মধ্যে সম্বন্ধ নির্ণয় wg | 
(ui) এ-এর মান নির্ণয় কর যদি у=? হয়। 
ебу х= Бу, b একটি ধ্ৰুবক | 
এখানে -5, y-3 .. 5=k3 .. b-$. 
(0) х= ky সমীকরণে р-а মান বসাইয়া পাই, 
x—íp| ইহা হইল % ও ॥-এর মধ্যে নির্ণেয় suu | 
Gii) x=ġp 
এখানে যেহেতু y=; 2. x-$$2-3. 


0.2, যদি (x+y) ও (x — у) সরলভেদে থাকে, তাহা হইলে দেখাও 
A (x? + y?) ও xy সরলভেদে থাকিবে অর্থাৎ (৮৯+72)০০%) হইবে। 
যেহেতু (х+у)®(х—у) 2. x+y=b(x—p) 

বা, (x + y)? = b*(x — у)? 

বা, x*(1— 5?) + y*(1- b?) = — 2xy(k? +1) 

বা, (1—R9)(x* --y*) = —2xy(b? +1) 

3l, (x° + y* (b? — 1) 2 2xy(h9 +1) 

বা, xt + =2. luy 


(x? + у?) xy, যেখানে 221 একটি фа | 
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€w1.3. যদি (A?-- B')w(A? —В?) হয় দেখাও যে A= В হইবে। 
VOS А? +В? A?- p° 
বা, A?*--B'—-K(A?-B?*), К একটি 64% | 
^ A?-B? 1 
যোগ ও ভাগ প্রক্রিয়া ছারা পাই, 
A*-B'--A*-B* K1 
ASBI A ATEB. К-1 
А*_К+1 
B? K-1 
К+1 
2—5 2 
বা, 28-7-18ঃ 


4, 


JS А? В?, যেখানে KH একটি араа | 


ФИ. 4. যদি (+)০০৩, যখন уд এবং (x ez), যখন এ 
ক্ৰবক, প্রমাণ কর যে (x + p bz) যখন y ও z উভয়েই পরি বর্তনশীল। 
যেহেতু (z+y) = z 43582, k একটি ধ্ৰুবক | 
x+y+z=kz+z=z(k+1) 
=k;z, যেখানে ру =k +1 
<. х+у+т ০০ z, যেখানে b. একটি ধ্ৰুবক যখন y EIF | 
আবার (х+д о y л x+z=k'y, k একটি ফবক। 
বা, xtytz-byty 
বা, xz+y+z=y(h'+1)=b'y 
SS x+y+z © y, যেখানে %'। একটি বক যখন z аж! 
tno x+yp-+zeyz যখন yz উভয়েই পরিবর্তনশীল (যৌগিক 
có OENE ice )। 
উদ্দা, 5. কোন Hostel খরচের কিছু অংশ অপরিবর্তনশীল এবং 
কিছু অংশ বোর্ডারের সংখ্যার সহিত সরলভেদে থাকে । যখন 25 জন 
বোর্ডার থাকে তখন বোর্ডার পিছু 70 টাকা এবং যখন 50 জন বোর্ডার থাকে 
তখন বোর্ডার পিছু 60 টাকা খরচ 991 যখন বোর্ডারের সংখ্যা 100 জন 
তখন বোর্ডার পিছু কত খরচ হয়? 
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মনে কর, А= প্রতিমাসে অপরিবর্তনশীল ব্যয় 
B= প্রতিমাসে পরিবর্তনশীল ব্যয় 
n= বোর্ডারের সংখ্যা 


Ben 
বা, В= Кп, যেখানে К একটি 4% | 
বোর্ডার পিছু 70 টাকা করিয়া! খরচ হইলে 25 জন বোর্ডারের জন্য মোট 
খরচ 70х25 =1750 টাকা । 
বোর্ডার পিছু 60 টাকা করিয়া খরচ করিলে মোট খরচ 60 x 50 = 3000 
টাকা | 
অতএব ээл, A+25K=1750 — (i) 
А+50К = 3000... (i) 
(i) ও (и) হইতে পাই, A—500, K —50 
"+ 100 বোর্ডারের জন্য খরচ = A+ 100K = 5004100 x 50 
= 500+ 5000 
= 5500 টাকা I 


^. বোর্ডার পিছু খরচ হয় 5х0 = 55 bte! | 


প্রশ্মমাল! 4 


1. যদি (A? +В?)=<(А* - B?) হয়, তাহা হইলে দেখাও сї До B. 
2, যদি х? уг, y'ezx, 23% xy হয়, তাহা হইলে ধবকগুলির 
মধ্যে vg নির্ণয় কর। 
3. যদি xe y এবং poz এবং x=a যখন y=b,z=c এবং x= a 
যখন у=, с=с প্রমাণ কর যে 
a*-b*-c* — aa *bb' cc 
aa +bb' +сс a?*-b?.- c9 
4. wf А,В,С একটি কাজ 18 fita করে, B. C. D 20 দিনে 
করে, C, D, A 24 দিনে করে, D, А, B 27 দিনে করে, তাহা হইলে সকলে 
একসঙ্গে কাজটি করিলে কত দিনে সম্পন্ন হইবে ? 


5. Wf xy? এবং ॥=4 җа x=8, তাহা ছইনে paa মান নির্ণয় 
কর যখন х= 32. L 


cer 43: 


6. বৃত্তের ক্ষেত্রকল০০( Utm )?, cs বৃত্তের ব্যাসার্ধ? ফুট তাহার: 
ক্ষেত্রফল 154 বর্গফুট | 10 ফুট 6 ইঞ্চি ব্যাসার্ধ বিশিষ্ট বৃত্তের ক্ষেত্রফল 
নির্ণয় কর। 

7. পিরামিডের আয়তন০ইহার উচ্চতা »ভূমির ক্ষেত্রফল; কোন: 
পিরামিডের ভূমির ক্ষেত্রফল 60 বর্গফুট এবং উচ্চতা 14 ফুট এবং আয়তন: 
280 বর্গফুট | যে পিরামিডের আয়তন 390 ঘনফুট, উচ্চতা 26 ফুট, উহার: 
ভূমির ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর । 

8. কোন কিছু স্থির অবস্থান ( rest ) হইতে পতিত হইলে ( falls ), 
পতন-স্থান হইতে উহার দূরত্বঞ (পতনের সময়)? | যদি 64 ফুট নীচে আসিতে 
কোন বস্তুর 2 সেকেণ্ড সময় লাগে, তাহা হইলে 7 সেকেণ্ডে উহা কত নীচে, 
পতিত হইবে? 

9. X As BC হয় এবং A=4 যখন B=} এবং ০078) ০-এরা 
মান নির্ণয় কর যখন А = 48, B=} | 

10. যদি x, )-এর সহিত সরলভেদে থাকে এবং -এর সহিত ব্যস্ত ভেদে- 
থাকে এবং যদি x=m 949 pon এবং z=; এসএর মান নির্ণয় কর 
чай yo n? এবং 2= р? I 

11. sf хрос(х? +y?) এবং y=3 যখন х=4 হয়; তাহা হইলে: 
» ও )-এর মধ্যে সম্বন্ধ নির্ণয় কর। 

12. «94 е (+) এবং = (a-ban তাহা হইলে দেখাও e 


(а? — b°) ধ্ৰুবক | 
13. xfi (a? +b°%)e (a? —b°) হয়, দেখাও CX ৫০৮. 
14. যদি (a+b)e (a-b) হয়, দেখাও যে (a? +b?)e ab. 


15. fü p? (৫? х?) এবং y= «uq х= ab? তাহা; 


হইলে xp EE NETT 

16. যদি (2+ pr)" =~ ap দেখাও থে ৮০০. 

17. asb যখন c 449 এবং acc যখন b ক্রবক; প্রমাণ কর СӘ 
যখন bec তখন acc b? অথবা! c? 89 | 

18. «ft (a+b)e (a-b) হয়, দেখাও cx (a? 4 b*)« (aš — b*). 

19. xfi (a--b)ecc এবং (৮+০)০০ হয়, দেখাও ঘে (с+а)®Ь. 
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20. যদি аЬ এবং ৮০০০ হয়, প্রমাণ কর যে 
(i) a*--b* +с° < bc+ca-+ab 
(ii) аз +63 + c* c 3abc, 

21. কোন 439 ভর (Mass M) saw (Density D), যখন আয়তন 
(0) FIF হয় এবং ভর ০ আয়তন, যখন ঘনত্ব D аф হয়। যদি ভরের 
একক বলিতে বস্তুর ভরের একক আয়তন ও একক ঘনত্ব বুঝায়, তাহা হইলে 
দেখাও যে M=VD. 

22. কোন হোটেলের মোট খরচের কিছু অংশ অপরিবর্তনশীল এবং বাকী 
অংশ বোর্ডারের সংখ্যার উপর নির্ভরশীল। প্রতি বোর্ডার মাসে 400 টাকা 
দেয়। বোর্ারের সংখা! 40 জন হইলে জনপ্রতি মাসিক 45 টাকা লাভ হয় 
এবং বোর্ডারের সংখ্যা 50 জন হইলে জনপ্রতি মাসিক 51 টাকা লাভ হয়। 
“বোর্ডারের সংখ্যা 7 জন হইলে জনপ্রতি মাসিক লাভ কত হইবে নির্ণয় কর। 

23. কোন বস্তু স্থির অবস্থান হইতে পতিত হইলে পতন-স্থান হইতে ইহার 
দূরত্ব =© (পতনের সময় )2। যদি কোন awa 402$ ফুট নীচে আসিতে 
5 সেকেণ্ড সময় লাগে তাহা হইলে 10 সেকেণ্ডে Eel কত ফুট নীচে আসিবে 
এবং দশম সেকেণ্ডে কত নীচে আসিবে? 

24. গোলকের ঘনফল০ (ব্যাসার্ধ)ঃ $ 3, 4, 5 সেন্টিমিটার ব্যাসার্ধের তিনটি 
গোলক গলাইয়! একটি গোলকে রূপান্তরিত করিলে উহার ব্যাসার্ধ নির্ণয় কর। 


পঞ্চম অধ্যায় 
সমান্তর শ্রেণী 
(Arithmetical Progression) 


5.1. শ্ৰেণী ( Series): 
পর পর কতকগুলি রাশি এক বা একাধিক নিয়মে বিন্যস্ত হইলে এ fau 
রাশিগুলিকে একটি শ্রেণী বলা হয়। যেমন 
(i) 2, 4, 6, 8, 10, = 
(ü) 1,5, 9, 13, 
(üi) 4,1, -2 =5, = 
(w) 2, & 8, 16, 32, = 
(v) 1,3, 9, 27, 81, «e 
(i) হইতে (v) পর্যন্ত প্রত্যেকটি এক একটি শ্রেণীর উদাহরণ। 
52. সমান্তর শ্রেণী ( Arithmetical Progression ) 
যে শ্রেণীতে উহার অন্তর্গত যে-কোন পদের সহিত উহার ঠিক পরবত' 
পদের বিয়োগফল সর্বদ! সমান থাকে, সেইরূপ শ্রেণীকে সমান্তর শ্রেণী বলে। 
যেমন (i) 2, 4, 6, 8,10, *** 
(8) 1,5, 9,13, = 
ইহার! প্রত্যেকেই সমাস্তর শ্রেণী। 
(i) নং শ্রেণীতে (4-2)- 2, (6-4)= 2, (8—6) —2 ইত্যাদি। 
এখানে দেখা যাইতেছে যে, প্রতি ক্ষেত্রেই বিয়োগফল 2 হইতেছে । এই 
বিয়োগফলকে সাধারণ অস্তর (Common difference) বলে অর্থাৎ এই শ্রেণীর 
সাধারণ অন্তর হইল 2 এবং প্রথম পদ 2. 
(ü) নং শ্রেণীতে সাধারণ অস্তর 4 এবং প্রথম পদ 1. 
এখানে দেখা যাইতেছে যে, সমান্তর শ্রেণীর যে-কোন পদ হইতে তাহার 
ঠিক পূর্ববর্তী পদ বিয়োগ করিলে সাধারণ অন্তর পাওয়া যায় i 
5.3, সাধারণ সমান্তর শ্রেণী ; 
a,a*d,a-2d,a-3d, = এই শ্রেণীটিকে সাধারণ সমান্তর শ্রেপ, 
বলা হয়। এই শ্রেণীর প্রথম পদ এ, সাধারণ অস্তর d. 
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আমর! এখানে প্রথম পদকে гү, দ্বিতীয় পদকে to, তৃতীয় পদকে ts, 
চতুর্থ পদকে ta, ...-তম পদকে c, ইত্যাদি দ্বারা fes করিব। উপরের 
শ্রেনীটির t =a এবং সাধারণ অস্তর-৫। অতএব আমরা বলিতে পারি- 
কোন সমান্তর শ্রেণীর প্রথম পদ ও সাধারণ অন্তর জানা থাকিলে শ্রেণীটি গঠন 
কর! যায়। 
মনে কর 1, 4, 7, 10, 13 একটি সমান্তর শ্রেণী। 
ইহার প্রথম পদ £1-1]. 
দ্বিতীয় পদ ৫১4 
তৃতীয় পদ 2377 
চতুর্থ পদ t,—10 
পঞ্চম পদ £513 
এখানে শ্রেণীটির মোট পদসংখ্যা 5 এবং পঞ্চম পদটি হইল এক্ষেত্রে শেষ 
সদ (lastterm ) |. কোন সমান্তর শ্রেণীর নবম স্থানে যে পদটি থাকে 
তাহাকে নবম পদ (96 term) «mj হয়, দশম স্থানের পদটিকে দশম পদ 
(10th term) বলা হয় ইত্যাদি। ইহারা একটি বিশেষ পদ। এই 
` শ্রেণীর п স্থানে যে পদটি থাকে তাহাকে %-তম পদ ( nth term ) বল! হয়। 
xf এই শ্রেণীর %-তম পদই শেষ পদ হয় তাহা হইলে ॥-তম পদকে শেষ পদ 
(last term) বলে এবং ইহাকে 1 দ্বারা স্থচিত করা হয়। n সব সময়ই 
পুর্ণসংখ্যা ও ধনসংখ্যা হইবে। কোন ক্ষেত্রেই n ভগ্নাংশ বা খণা্বক হইবে 
'না। পদসংখ্যাগুলিকে п দ্বারা এবং এ পদগুলির যোগফলকে S দ্বারা সুচিত 
жа]! 
5.4. п-®щ পদ নির্ণয় (To find the n-th term of an 
АР.): 
মনে কর, কোন সমাস্তর শ্রেণীর প্রথম পদ а, সাধারণ অস্তর d | 
1 =а=а+(1-1)4 
tg =а+1=а+(2-1)4 
13=а+24=а+(3- 1)d 
1„=а +(п-– 1)4 
n-$3 পদ t, =a +(n— 1)d ї 
বদি পদসংখ্যা n হয় এবং শেষপদ (nth term) ! হয় তাহা হইলে 
l-a-*(n-1d. 
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Seil 2, 4, 6,8. -..এই শ্রেণীটির সপ্তম পদ (70 term ) নির্ণয় 
4 | 
এখানে  a=2, d=2, п=7 
আমরা জানি t, =a+(n-1)d 
বা, ,7-2+0-1)2 
বা, t; 224-1271. 
Эт. 2. 2, -2, —6, –10 এই শ্ৰেণীটির নবমপদ (9th term) 
নির্ণয় কর। 
এখানে  a=2, d= —4, n-9 
їһ=а+(п—1)4 
বা, £৪-2+(9-1)0-4) 


=2—32= —30. 
উদ. 3. কোন সমান্তর শ্রেণীর প্রথম পদ 3, সাধারণ অন্তর 4 হইলে 
দশম পদ (106. term ) নির্ণয় কর। 


এখানে, a=3, d—4, п=10 
іл =а+(п- 14 
110=3+(10—1)х4 
= 34-36-39. 
55, সমান্তর শ্রেণীর প্রথম ৮-সংখ্যক পদের যোগফল নির্ণয় 
{ To find the sum of first n terms ) $ 
মনে কর, সমাস্তর শ্রেণীর প্রথম পদ а, সাধারণ অন্তর d, পদসংখ্যা ॥ এবং 
শেষ পদ 1, আবার মনে কর, п সংখ্যক পদের সমষ্টি S. 
এ. S=a+(a+d)+(a+2d)+ = +(l-2d)+(l-d)+l 
শ্রেণীটিকে উল্টাইয়া লিখিলে আমরা পাই, 
$51+(1-9)+0- 2d) + + (a +2d) +(a+d)+a 
যোগ করিয়া পাই, 
2$=(а+1) + (а +1)  (a-- D (a D) (а+1) +(a+l) 
=(a+])+(a+I)+(a+lI)- n সংখ্যক পদ পৰ্যন্ত 
=nat+l) 


5=Щ(а+1). 
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আবার যেহেতু  শেষপদ, 2. l=a+(n-ld 


v. em zla + 1) 
= а+а+ (n— Dd} 
= 2а+ (n= Da) 


56. কতকগুলি প্রয়োজনীয় সুত্র ঃ 
1, 2, 3, 4, 5, 6...প্ৰভৃতি সংখ্যাগুলিকে স্বাভাবিক সংখ্যা ( Natural 
Numbers ) বলা হয়। 
(i) 1+2+3+4+.....п সংখ্যক পদ পৰ্যন্ত 


— n(n- 1) 
2 


(i) 1+34+5+74+...n সংখ্যক পদ পৰ্যন্ত 


=n? 


(ш) 2+4+6+8 + onnon সংখ্যক পদ পৰ্যন্ত 
=n (n+1) 


(iv) а+а+а+а+..„п সংখ্যক পদ পৰ্ধন্ত 
—na 
G) এখানে а=1, d=], n=n 


S= s a+ (n - ydj- 2b. 1-(n-1) 1} 
=gh + e-D]2- 560. 

(ü) a=1, d=2, n=n 
S= apo + (n - 1a}= Щ21+(- 1.2) 
= sln] =", 

(ii) a22,d22,n-n 
S= 1(+৮-74- 8(22 *(n- -1.2} 
= (4+21-2}=р.2(я +1) 
=n(n+D, 
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(v) a=a,d=0,n=n 


5= 24+ (n—1).0) 


n 2 
= s <q = na. 
3 


57. প্রথম n সংখ্যক স্বাভাবিক সংখ্যার বর্গের সমষ্টি নির্ণয় 
( To find the sum of the squares of the first л natural 
numbers ) 2 
মনে কর, $—12-c2*43?- Fn? 
আমরা জানি, %৯- (7৮-1)১-37১- 8741 
n=1, 2, 3, 4 ইত্যাদি 471831 পাই, 
13-0523.12—31-41 
25—13—3.2!-3.241 
33—23 23.3? 3341 


n) - (n - 1? 23.5?—3.5 +1 

যোগ করিয়া পাই, 

n3- 05 =3(1° +92 +324 + п2) – 3(1+2+3+--+n)+n 
বা, ৮3573107348 


বা, 35০৮১439118 


2n* + Зп? 4-3n— 2n 
2 


বা, 35= 3212 + 3п+ 1]. Sn 1) n1) 


বা, 35= 


= + 1(2п+1). 
5.8. প্রথম ॥ সংখ্যক স্বাভাবিক সংখ্যার ঘনফলের সমষ্টি নির্ণয় 
( To find the sum of the cubes of the first n natural 
numbers ) š 
মনে কর, S=15+23+35+-- tn? 
আমর! জানি, n*—(n-1*- 4n* — бп? + 4n- 1 
1—4 
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এখন n*1,2,3,4 ইত্যাদি বসাইয়! আমরা পাই, 
1+--0+-54.15-6 19+4.1--1 
24 — 14 =4.23 -6.2%+4.2-1 
3* — 25 =433—-6,3%+4,3—-1 


n* — (n— 1)* = 4n? —Єһ? + 4n— 1 
যোগ করিয়া পাই, — n*— 0*— 4(13 25-4.) 
— 6(1? c 2* - 3? E n?) --4(1--2-34-- + n)-n 


al, nt=45- 6 DOR D dn), 


4, AS — n* E n(n 1)(2n4-1)— (2n)(n - 1)9- n 
4, 4S—n?(n4- 1)? 


r 5=[""+ »y. 


5.9. a; ao, as ... a, সংখ্যাগুলি যদি সমান্তর শ্রেণীতে থাকে 
তাহা হইলে সামস্তরীয় মধ্যক বা গাণিতিক গড় (4.1) হইবে 


а +а,+...+а, 
А.М. mE 


কোন সমান্তর শ্রেণীর অন্তর্গত মোট মধ্যমানের সংখ্যা এবং Q ছুই 


প্রান্তীয় পদের মান দেওয়া থাকিলে а= 19 সত্রের সাহায্যে সাধারণ 
অন্তর নির্ণয় করা যাইবে, 
যেখানে = সাধারণ ws 
[= শেষপদ 
a= প্রথম পদ 


n= শ্রেণীর অন্তর্গত মোট সমাস্তরীয় মধ্যমানের সংখ্যা। 
উদ্দাহরণ। 3 ও 31-এর মধ্যে 6টি সমাস্তরীয় মধ্যক নির্ণয় কর (Insert 
6 A.Ms between 3 and 31 ). 
শ্রেণীটি স্পষ্টতই সমাস্তর শ্রেণী যাহার প্রথম পদ 3, শেষপদ 31. 


.l-« 31-3 28 
১৮৮ стене те, rM 


3, 7, 11, 15, 19, 23, 27, 31 সংখ্যাগুলি satus শ্রেণীভুক্ত 
এবং 7, 11, 15, 19, 23, 27 সংখ্যা গুলি নির্ণেয় 6-টি সমান্তর মধ্যক à 
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510. সমান্তরীয় মধ্যক ( Arithmetic Mean ) š 
যদি পরপর তিনটি সংখা! мара শ্রেণীতে থাকে তাহা হইলে উহাদের 
অধাবর্তী সংখ্যাটিকে ей রাশি ছুইটির সমাস্তরীয় মধ্যক বলে। 
যদি ৫, M, c সমাস্তর শ্রেণীতে থাকে তাহা হইলে M হইবে এ ও ০-এর 
সমান্তরীক মধ্যক | | 
М-а=с-М 
বা, 2М=а+с 


Ste 
- 2 


с. দুইটি পদের সমান্তরীয় was ( A.M.) হইবে পদ দুইটির ষোগফলের 
অধে কের সযান। 
যেমন 2, 4, 6 সংখ্যাগুলির 2 ও 6-এর সমাস্তরীয় মধ্যক হুইবে 4. 


xf a, mi, тат, সমান্তর শ্রেণীতে থাকে তাহা হইলে 
эту, ту. т, হইবে а ও ০-এর মধ্যে n সংখ্যক সমাস্তরীয় মধ্যক। 


উদা. 1. Баара শ্রেণীগুলির যোগফল নির্ণয় কর £ 
d) 1+3+5+7+-:-20 টি পদ পর্যন্ত 


(8) -9-1+74+:--:--25 টি পদ পধস্ত | 
(ü) এখানে а=1,4=2, п=2 


5= 52a (n- 1d] 
z 2(21+00 - 1) 


= 10140} = 400. 
(i) а= —9. d=8, п= 25 


5=2а+ (0—10) =e х(-9)+ (25-1) х8) 


=3рх174=25х87=2175 
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wl. 2. 1, 4, 797 শ্রেণীটির মধ্যপদ নির্ণয় কর) 
এখানে a=1, ৫-3, মনে কর পদসংখ্যা =॥ 
আমর জানি, l=a+(n-1)d 
বা, 97=1+(n-1)3 
বা, 97=1+3n-3 
Xl. 9023n 7. 4583 
মোট পদসংখা! 33 
17-তম পদটি হইবে মধ্যপদ | 
আবার ,-৪+-€%-1)৫ 
tir=1+(17-1)x3=1-48=49. 
wi. 3. একটি সমান্তর শ্রেণী গঠন কর যাহার পঞ্চম পদ 11 এবং ৪-তম, 


পদ 17 এবং শ্রেণীর 15-তম яте নির্ণয় কর। 

আমরা জানি, ৮,-০+৫%-1)৫ তত (i) 

(i) হইতে পাই, z, = a--4d m (ü) 

এবং আবার (i) হইতে পাই t= a+7d ... (їйї) 

শর্তানুসারে পাই, 11-a--4d Же (iv) 
এবং 17=а+74 E (৮) 

(v) ও (v) সমাধান করিয়া পাই, ৫3, d=2 

* নির্ণেয় শ্রেণীটি হইল 3, 5, 7, 9.......... 


আবার 15-তম পদ 1,—3--142— 31. 
З. 4. যদি কোন salga শ্রেণীর তৃতীয় পদ ও ষষ্ট পদ যথাক্রমে 7 
ও 13 হয় তাহা হইলে এই শ্রেণীর প্রথম 20 টি পদের যোগফল fada ж | 


আমরা জানি, ০,-৫+(৮-1)৫ n. (ü) 
(i) হইতে পাই, ¿, —a--2d баз (ii) 
এবং t=a+5d ১০ (їп) 
শর্তানুসারে পাই, a+24=7 gdi (iv) 
а+54=13 v^ (৮) 


(iv) ও (৮)-কে সমাধান করিয়া পাই, a=3, d=2 


Em যোগকল $= [244+ (- 14) - 2925, 193) 
710x 44 440, 
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উদা, 5. কোন সমাস্তর শ্রেশীভূক্ত তিনটি সংখ্যার যোগফল 2] এবং 
উহাদের বর্গের সমষ্টি 179 হইলে সংখ্যাগুলি নির্ণয় কর। 
মনে কর, সংখ্যা তিনটি а-а, d, a+ d. 
«еті (a— d) + a+ (a+ d)=21 
41, 3a=21 < а=7 
আবার, (а d)*-Fa?-F(a--d)* 2179 
বা, a'-d?-—2ad *a?-a?-- d? --2ad — 179 
বা, 3a?--2d? =179 
বা, 3.49--2d? —179 
বা, - d?*—16 sr d= +4 
^o бсб সংখ্যা (7-4), 7, (7+4) বা, (7+4), 7, (7—4) 
অর্থাৎ 3,7,11 বা 117,3. 
©]. 6. যদি কোন সমাস্তর শ্রেণীর рза পদ а, এ-তম পদ b, ॥-তম 
পদ c হয়, তাহা হইলে দেখাও যে 
a(q—r)+b(r — р)+с(р- q) = 0 
মনে কর, সমাস্তর শ্রেণীর প্রথম পদ x, সাধারণ অন্তর y. 


а=х+(ф@-—1)у + (G) [৮৮৮৮4571002] 
b—x-F(g—-1)p .. (i) 
c—-x(r-1)p = (ii) 


() হইতে (ii) কে বিয়োগ করিয়া পাই, a— b= (p— q)y 
(ii) হইতে (їйї)-сФ বিয়োগ করিয়া পাই, b — c =(q-r)y 


a-b.p-9 
* b-c д-т 


বা. (a-bY(g—r)- (b-c)(p—-a)-0 
বা, a(q—r)--b(r—p)--c(p- 9)=0. 
উদ. 7. কোন ব্যক্তি 1,260 টাকা 21 টি কিস্তিতে পরিশোধ করার 
চুক্তি করিল। প্রথম কিন্তি ব্যতীত অন্য কিন্ডিগুলির প্রতিটি উহার পূর্বের 
fafa অপেক্ষা 5 টাকা বেশী হইলে প্রথম ও শেষ কিস্তির পরিমাণ নির্ণয় 
কর। 
মনে কর, প্রথম কিস্তি = а টাকা, 
শেষ কিন্ডি=! টাকা, কিস্তির жал=п=21 
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এখানে, সাধারণ অন্তর d= 5 টাকা 
1260 = 342a + (21 — 1\5} 
4, 1260 =?2} x {2a + 100} 
বা, 2£%-2+50 
a —10. 
শেষ কিস্তি 1-2+(%-1) 
=10+(21—1)x 5 
=10+20x5=10+100 =110. 
c. প্রথম কিন্ডির পরিমাণ 10 টাকা ও শেষ কিন্তির পরিমাণ 110 5141} 
উদ. 8. 3+5+7-- শ্রেমীটির কতগুলি পদসংখ্যার যোগফল 624 
হইবে? 
এখানে ৫-3, d—2, মনে কর, %-সংখ্যক পদের যোগফল 624 | 
+. 624=5{2.3+(n— 102 
বা, 624-22(3--n— 1] 
বা, 624-2n--n? 
বা, п?+2п—624=0 
বা, (n—24) (n+26) = 0 
', n=24 বা, —26. 
m পদসংখ্যা খণাত্মক হইতে পারে না, 
SJ. n=24 হইবে । অথাৎ পদসংখ্যা =24. 
wi. 9. afè a,b,c সমাস্তর শ্রেণীভুক্ত হয়, তাহ! হইলে প্রমাণ কর 


xo =, = agea শ্রেণীভুক্ত হইবে। 


Р ap ares ashqa হইবে «fil _ DUPI a) 


bc ca! ab bc ab ca 
р-а c-b 

অর্থাৎ যদি ভাটি Б হ্য়। | 

অর্থাৎ যদি Ь—-а=с-Ь о =- (i) 

আবার যেহেতু а, b, с সমাস্তর শ্রেণীভুক্ত 
S4 b-a=c-b ... (ii) 

এখানে দেখা যাইতেছে যে @ ও (1) সমান 


WW ЖК 
iu ad juna ae | 
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উদা. 10. নিয়ের শ্রেণীটির যোগফল নির্ণয় কর : 
(i) 1.2+2.3+34+ -- %-সংখ্যক পদ পর্যন্ত | 
এখানে enne শ্রেণীটির ॥-তম পদ t, 
=(1, 2, 3, =e এর ॥-তম পদ)১৫(2, 3, 4, +++ এর ॥-তম পদ) 
=n.(n+1)=n?+n 
অর্থাৎ t,—n?-c4n 
n-43 পরিবর্তে 1, 2, 3, 4 *** বসাইয়া পাই 
21-1271] 
t9 —-2?--2 
tg = 3243 


t, = п? +п 


যোগ করিয়া পাই, (titte +. tta) = (12 +224... Бп?) 


(1+2+...+%я) 
С _п(п+1(2п+1) п(п+1) 
85 AUi EE / 
nnt 1) f2n 13) n(nd- 1) 042) 
6 3 š 


প্রশ্মমালা 5 
1. faxfafae সমান্তর শ্রেণগুলির নির্দিষ্ট পদ এবং %-তম পদ নির্ণয় 
কর: 
(i) 2,456 ++... এর 7-83 পদ 
(i) —2,1,4,7, 10 "৮৮ এর 17-83 পদ 


(i) 83,3, M m এর 8-93 পদ 
(i) 2, 4, 6, 8 + এর 10-তম পদ, 15-তম পদ 
(৮) 9,55 3 eee এর 30-তম পদ 


(vi) a--d, ৫479৫, а+5ӣ, eqq 9-তম পদ | 
2. যদি 7m--3, 4m —5, 2m+10 সংখ্যাগুলি সমাস্তর শ্রেণীতে থাকে 


তাহা হইলে %-এর মান নির্ণয় কর। 
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3. 2,5, 8, 11, 14 ee. সমাস্তর শ্রেণীর কোন্‌ কোন্‌ পদ (i) 32, 
(Gü) 62, (iii) 101 হইবে? 

4. কোন সমান্তর শ্রেণীর প্রথম পদ 2/2, 13-তম পদ 8 /2 হইলে এই 


শ্রেণীর সাধারণ অন্তর এবং শ্রেণীটি নির্ণয় কর। 

5.9, & ১13... শ্রেণীটির কোন্‌ পদ 133 হইবে? 

6. 1,4,7, 10, 13 .---- এই সমান্তর শ্রেণীর কোন্‌ পদ 280 
হইবে? 


7. af কোন সমাস্তর শ্রেণীর তৃতীয় পদ 7 এবং ষষ্ঠ পদ 13 হয়, তাহা 
হইলে শ্রেণীটি নির্ণয় কর। 
. 8. যদি কোন সমাস্তর শ্রেণীর pies পদ q এবং ৭-তম পদ p হয়, তাহা 
হইলে тед পদ নির্ণয় কর। 
9. ft কোন সমাস্তর শ্রেণীর m-w3 পদ n এবং %-তম পদ m হয়, তাহা 
হইলে (m + n)-%3 পদ নির্ণয় কর। 
10. 3 ও 57-এর মধ্যে ৪টি সমাস্তরীয় মধ্যক (A. M.) ante | 
11. 2 ও 92-এর মধ্যে ৪টি সমান্তরীয় মধ্যক aste | 
12. 4 ও 31-এর মধ্যে ॥-সংখ্যক মধ্যক এমনভাবে আছে যেন দ্বিতীয় 
মধ্যক £ শেষ মধ্যক = 5 : 14, ॥-এর মান নির্ণয় কর । 
13. নিয়লিখিত সমাত্তর শ্রেণীগুলির যোগফল নির্ণয় কর : 


G) 1+4+7+10+ ৮৮৮ 30টি পদ পর্যন্ত। 

(ü) 2+44+6+84.:.....20টি পদ পৰ্যন্ত | 

(8) }+1+4+ 10টি পদ {#5 | 

Qv) +348 + 10টি পদ পর্যন্ত | 

() 1-3-7--— ॥-সংখ্যক পদ পৰ্যন্ত | 

и) £+ + 43+" *-*10টি পদ tg | 
(vii) 242424. п-т] পদ পর্যস্ত। 

(vii) n4 (n- 1) (n-2)4- e ॥-সংখ্যক পদ 9n | 


(ix) o) * (8229) + a эз), “সংখ্যক পদ পর্যন্ত | 


14. 13,17, 21, 25...... এই সমাস্তর শ্রেণীর কতগুলি পদের যোগফল 
1020 হইবে ? 
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15. কোন সমাস্তর শ্রেণীভুক্ত তিনটি সংখ্যার যোগফল 21 এবং উহাদের 
বর্গের যোগফল 179 হইলে;সংখ্যাগুলি নির্ণয় কর। 
16. a,b,c একটি সমাস্তর শ্রেণী হইলে দেখাও যে নিম্নের শ্রেণীগুলিও 
সমান্তর শ্রেণী হইবে | 
(i) (b+c), (с+а), (a+b). 
ms]. 88151 
(ii) br. 3er ab 
zv. a sao fb SBN TCR 
(iii) (+9), (+2). (£ +9). ? 


(iv)  a*(b-Fc), b*(c--a), с?(а tb). 


lc 1 
(৮) (2+2) RES Mni bc" 
17. যদি ৫2, b’, с? "d সমান্তর শ্রেণী হয় দেখাও যে 


ЕЕ E zl. সমান্তর,শ্রেণী হইবে। 

18. নিম্নের সমান্তর শ্রেণীগুলির যোগফল নির্ণয় কর £ 

(9 145-9489 
(ü) 2+4+6-++9 +90 

19. কোন সমান্তর শ্রেণীর মধ্যপদ 11 হইলে 11টি পদের যোগফল 
নির্ণয় কর। 

20. কোন সমান্তর শ্রেণীর 7-সংখ্যক পদের যোগফল n এবং /-সংখ্যক 
পদের যোগফল m হইলে দেখাও যে (/4%)-সংখ্যক পদের যোগফল 
— (m+n). 

21. কোন, সমাস্তর শ্রেণীর প্রথম পদ 1, শেষপদ 50 এবং যোগফল 
204 হইলে সাধারণ অন্তর নির্ণয় কর। 

22. কোন সমাস্তর শ্রেণীর 21-তম পদ 60 হইলে এই শ্রেণীর 41-তম পদ 
পর্যন্ত যোগফল নির্ণয় কর। 

23. —8,—6, -4.--**এই শ্রেণীর কয়টি পদের যোগফল 36 হইবে? 

24. কোন সমাস্তর শ্রেণীর 25-তম * 49 হইলে 49-সংখ্যক পদের 
যোগফল নির্ণয় কর। 


25. নিয্নলিখিত শ্রেণীগুলির মান নির্ণয় কর : 
(i) 1324+2.424+3.5?4+:--"-সংখ্যক পদ পৰ্যন্ত | 
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(й) 1.251+2.324+3421+-সখ্যক পদ sf | 
(їйї) ++ gg পদ পৰ্যন্ত | 
(iv) 124324524 .:.॥-সংখ্যক পদ পৰ্যন্ত | 
(৮) 1.2.34+2.3.4+3.4.5+:.--"॥-সংখ্যক পদ পৰ্যন্ত | 
(vi) 1+3+6-+10+-:: n-m পদ 99 | 
(уй) 224-5:4+82+...॥-সংখাক পদ পর্যন্ত | 
(vii) 1.3%3.5+5.7+ naaa পদ পর্যস্ত | 
26. А ঠিক করিল যে তাহার 9600 টাকা খণ 48টি বাৎসরিক কিস্তিতে 
শোধ করিবে। উহার বাৎসরিক কিসন্ডিগুলি একটি সমাস্তর শ্রেণী গঠন করে | 
40টি কিন্তি দেওয়ার পর A দেউলিয়! হইয়! গেল এবং তাহার উত্তমর্ণ দেখিল 
যে 2400 টাকা অনাদায়ী থাকিয়া গিয়াছে। প্রথম তিনটি কিন্তির পরিমাণ 
নির্ণয় কর। 
27. যদি কোন সমাস্তর শ্রেণীর %-সংখাক পদের যোগফল а, এ-সংখ্যক 
পদের যোগফল Б, 7-সংখ্যক পদের যোগফল c হয়, তাহা হইলে প্রমাণ কর CY 


а (q=r)+Ë (-৮)+৫ (৮-৭)-০, 
р q Y 
28. যদি তিনটি সমান্তর শ্রেণীর %-সংখ্যক পদের যোগফল যথাক্রমে 


Sis, S, S, এবং প্রতিটি শ্রেণীর প্রথম পদ 1 এবং সাধারণ অন্তর যথাক্রমে 
1, 2, 3 হয়, তাহা হইলে প্রমাণ কর যে $,-+-$,=25,| 


g অধ্যায় 
গুণোত্তর শ্রেণী (Geometrical Progression) 


61. যখন কোন শ্রেণীর পদগুলি এমনভাবে গঠিত হয় যে এই শ্রেণীর 
কোন পদের সহিত উহার ঠিক পূর্ববর্তী পদের অনুপাত সর্বদাই সমান থাকে, 
তখন এই শ্রেণীটিকে গুণোত্তর শ্রেণী বলে | যে সংখ্যাটি দ্বারা সমান অনুপাত 
জ্ঞাপন করা হয় তাঁহাকে সাধারণ অন্কপাঁত ( Common ratio ) বলা হয় | 
গুণোত্তর শ্রেণীর www e যে কোন পদকে উহার ঠিক পূর্ববতী পদ দ্বারা 
ভাগ করিলে এই সাধারণ অনুপাত পাওয়া যায় 

যেমন: 1, 3,9, 27, 81--শ্রেণীটি হইল গুণোত্তর শ্রেণী | এই শ্রেণীর 
সাধারণ অনুপাত হইল-3। 

আবার 1, -h Y, = фаб গুণোত্তর শ্রেণী এবং মাধারণ' 
অনুপাত - 11 প্রথম পদ а, সাধারণ অনুপাত r বিশিষ্ট গুণোত্তর শ্রেণী হইল 


a, ar, 02, 27977. | 
যদি প্রথম পদ ও সাধারণ অনুপাত জানা থাকে তাহা হইলে গুণোতর' 
শ্রেণীকে নির্ণয় করা ষায়। 
62. কোন গুণোত্তর শ্রেণীর ner পদ নির্ণয় (То find 
the nth term of a G.P. ) 2 
মনে কর, গুণোত্তর শ্রেণীটি হইল a, ar, ar*, 07." | 
এখানে t =a=arl"1 
tg" ar-ar*^! 
13 =ат" = ағ?! 
t.a" 
SS গতম পদ tQ—ar"! 
যদি %-তম পদ (শষ পদ হয়, তখন ॥-তম পদকে ! ছারা সুচিত করা হয় 
অর্থাৎ l= ar”? হয়। 
63. গুণোত্তরীয় মধ্যক | Geometric Меап )$ 
তিনটি পদবিশিষ্ট কোন чї ca im মধাপদ হইবে প্রথম ও শেষপদ 
দুইটির aaia মধ্যক যদি ৭, ৮,০ গুণোততর শ্রেণী হয়, তাহা হইজে * 


b হইবে а ও “এর গুণোত্তরীয় মধ্যক। 
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তিনটি পদবিশিষ্ট গুণোত্তর শ্রেণীর প্রথম পদ ও তৃতীয় পদ দুইটির গুণফলের 
afa লইলে এ পদ দুইটির গুণোত্তরীয় মধ্যক পাওয়! যায়। 

যেমন 1, 3, 9 এই গুণোত্বর শ্রেণীর 1 ও 9-এর গুণোত্তরীয় মধ্যক 
#431 কারণ Jixó- /5=3 

অতএব a, b, c গুপোত্তর শ্রেণীর a ও ০-এর গুণোত্তরীয় qure হইল 

b= Jac 

যদি ৫, тү, ms, mama | শ্রেণীটি গুণোত্তর শ্রেণী হয়, তাহা 
হইলে mi, ma, mama এই মধ্যবৰ্তী সংখ্যাগুলিকে а ও 1-এর n 
মধ্যবর্তী গুণোত্তরীয় মধ্যক বলা হয়। 

64. কোন গুণোত্তরীয় মধ্যমানের সংখ্যা নির্ণয় £ 

4, my, mam, | গুণোত্তর শ্রেণীতে n গুণোত্তরীয় মধ্যক আছে। 
অতএব | হইবে (॥4-2)-তম পদ। অর্থাৎ taro ৯1-%71%+8)- » যেখানে 
r সাধারণ অন্গপাত। 


বা, 17527৮1 
[] 
বা, 721 


20592 
Y Ges 

মন্তব্য 2 মনে কর, ff হইল 
а, РА ча і 


@ ааа, এর G. M হইল Уа хаха, 
*is G.M. m хасха 
SFI. 1. 2 এবং 54-43 মধ্যে দুইটি গুণোত্তরীয় মধ্যক নির্ণয় কর। 
মনে কর, 2 ও 54-এর মধ্যে ৫, а, এই ছুইট মধ্যক। .', শ্রেণীটি 
হইল 2, ০1, ау, 541 а ও а» এর মান নির্ণয় করিতে হইবে | 
মনে কর, সাধারণ অন্থপাত॥, প্রথম পদ a | 
41 =ar? —2r1—2, CS tamar) 
аз =ar?! ey? 
I=ar""l=2r4-1=2y5 
কিন্তু আমাদের শেষপদ 1— 54 
', 54=2r? 4], ri 3 = (3)? z 13 
21 =2.r=2.3 =6 
а» = 2.72 =2(3)2=18 
মধ্যক ছুইটি হইল 6, 18, 


"spes শ্রেণী 6X 


অন্য প্রণালী £ এখানে a2. 
মনে কর, সাধারণ অনুপাত r. 
এখানে চতুর্থ পদটি 54. 
t,—ar"^ 

CET ০৫1 cin 

বা, 54-2.?* বা, r'-27-3? 

y т=3 

s. শ্রেণীটি হইল 2, 6, 18, 54 

অর্থাৎ 2 ও 54-42 মধে) মধ্যক দুইটি হইল 6, 18. 
6.5. কোন গুণোত্তর শ্রেণীর প্রথম "সংখ্যক পদের যোগফল, 

নির্ণয় :— 

মনে কর, গুণোত্বর শ্রেণীটি হইল 


a, ar, ar?, ae hear 


п-1 


মনে কর, S=a tartar? +" Бат") 
উভয়পক্ষকে r ছারা গুণ করিয়া*্পাই, 
Sr=ar+ar2+- ar" la" 
বিয়োগ করিয়া পাই, 
$-Srza-«r^ 
বা, S(1-7)-a(1-r") 
а(1—") 
(1-7) 


—a(r"—1) 


—(r- 1) 


SS (i) 


e ed] (цу 


Җ 7] হয় তাহা হুইলে 


a(1—7") 
S= (1-7) হইবে 
আবার যদি 7১] হয়, তাহ! হইলে 


78 ৭) হুইবে। 
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মন্তব্য ° যদি %-তমপদ শেষপদ হয়, তাহা হইলে 1= 0; হইবে। 
অর্থাৎ l= ar"! 


4, rl= ar" 

s 2 а-ай Каті 
uu) woe M Sec m 
Е carta ama 
(ii) হইতে পাই, 5 পি ү =т= 


উদ. 1. 4, 12, 36--.*শ্রেণীর 7-তম পদ ও ॥-তম পদ নির্ণয় কর। 
এখানে a=4, ғ=3, n=7 
tomar? V. O. 1,2431 1254,39 „2016 

“এবং %-তম পদ ta —4 (3)! 24 (377: 

উদ. 2. 1, — 1, 1, -3 Ga ৪-তম পদ নির্ণয় কর। 
a=1, r=—1, n-8 | 


ta=ar" 


= =l) '1=(— ент л 
ыц prisca gru. 


উদ. 3. যদি কোন «ите শ্রেণীর তৃতীয় পদ 144 এবং 7-93 পদ 
7729 হয় তাহ! হইলে শ্রেণীটি নির্ণয় কর। 


f লহ) 5 tmar? ei (i) 
এবং t =ағ? e (ii) 
(1) ও (ü, হইতে পাই, 729-ar* ৯ (ш) 
এবং 144=ағ? (iv) 
এখন (їн) কে (iv) দ্বার! ভাগ করিয়া M E 
729 . ar? 81 
twr c» Cg 
Moog 
আবার 272-144 
а(+ 3)? = 144 
S. a-64 


E শ্রেনীটি হইবে 64, 96, 144 ... «p sch 
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Tgi. 4. 32 ও Sb এর মধ্যে 5টি গুণোত্তরীয় মধ্যক fadt কর। 
352 ও % এর মধ্যে 5টি গুণোত্তরীয় মধ্যক স্থাপন করিলে যে গুণোত্তরীয় 
শ্রেণীটি হইবে তাহার পদ সংখ্যা হইবে 7. 
এই শ্রেণীটির প্রথম পদ AP এ২ং শেষপদ St. 
মনে কর, সাধারণ অন্গপাত r 
1= ar”! 
বা, ৮০৭ (r)° 
sam pe Б Одун 
r= +š ৰ 
.. শ্রেণীটি হইবে 32, 145, 8, 12, 18, 27, М 
বা, 32, 535, 8, — 12, 18, — 27, 5. 
s. মধ্যকগুলি হইল 241, 8, 12, 18, 27. 
বা, 715,8, —12, 18, — 27 


wi 5. যদি কোন গুণোত্তর শ্রেণীর প্রথম দুইটি পদ 16 68 হয় এবং 
শেষপদ 74 হয় তাহ! হইলে শ্রেণীটির যোগফল নির্ণয় FA । 
এখানে а=16, т=р=}, I=2% 


529-1 (5 3&1 
1-r > 
116-144 _ 16x 128-1, 2047 
je 2১128 64 
63 


wi. 6. কোন গুণোত্তর শ্রেণীর তৃতীয় পদ 3 এবং ষ্ঠ পদ 81 হইলে 
শ্রেণীটির প্রথম পদ ও সাধারণ অনুপাত নির্ণয় কর এবং Са লিখ 1 
মনে কর, শ্রেণীটির প্রথম পদ ৫, সাধারণ অনুপাত r. 
è a = 04ү" 1 


বা, smart"! 


বা, З=аг? " (1) 
এবং t =a 


41 81=ar5 (ii) 
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(ii) কে (0) দ্বারা ভাগ করিয়া পাই, 
ar? _81 
art o8 
বা, 75733 ১7৯3 
আবার, ar?=3 — а=3=3-1 
শ্রেণীটি হইল 1,1, 3, 9, 81 


উদ. 7. মান নির্ণয় কর 
1+3+০9+274+....৮+৮-সংখাক পদ পৰ্যন্ত | 


এখানে a=], r=3 
Бас 103%- (9 D. 32 
ফু 3-1 
উদ, 8. স্থত্রের সাহায্য না লইয়া ++ E 
পর্যন্ত যোগফল নিণয় কর | 
1 1 
171, t= bist ৮৮৮০০ 
মনে কর S=1+1+L+,......+ 517 
2^2 pet 
$9.3 1,H 
টা 
5 d 
$-371- 55 
S0—-371- 5. 
1 
“ым. 
se- aia) 
à 


তি ॥-সংখ্যক পচ 


উদ. 9. তিন সংখ্যা বিশিষ্ট কোন গুপোত্তর শ্রেণীর তিনটি সংখ্যাক 


যোগফল 13 এবং ва 27) সংখ্যাগুলি নির্ণয় কর। 
হনে কর, সংখ্যাপুলি © এ, ar. 


LO 
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শর্তানুমারে, 2 +а+аг=13 ШО @) 


E a. ar —27 aw (И) 


() হইতে পাই, ке аерыр 


Gü) হইতে পাই, ৫১০27 пата 
আবার 3(1+7+72) = 13r 


বা, 
বা, 


3-2 – 107+ 5= 
(r- 3(3r—1) = 0 
т= 3 3l, 1 


সংখ্যাগুলি হইল 9,3,1 «| 1,3,9. 


ЗІ. 10. কোন গুণোত্বর শ্রেণীর р-®% পদ a, এ-তম পদ b, ॥-তম 
পদ c হইলে দেখাও যে 2৭-7,৮ „certs, 
মনে কর, শ্রেণীটির প্রথম পদ x, সাধারণ অন্থপাত y. 


(i) 
বা, 
Gi) 
(iii) 


t,=a= ху?! bey (i) 
tb xy?! 20 (ii) 
67০০0০25078 ১ (iii) 
হইতে পাই, а "= (xy97!)e7* 

০ genio mm = (iv) 


হইতে পাই, (0০67 m x *7 5/071 8) (v) 
হইতে পাই, с?” оу") ree ot t yin ayay (и) 


ev (ün), ৮) ও (vi) তিনটি সমীকরণকে গুণ করিলে পাই, 


ERREP TROTS 
=x x" m a hi a 77282) ir») ху ф-@) 


a=r+r=p+tp-Q,( p-1) Qer-iq-pr-prireDip-a 
x » 


চু 


q*7* xbr-9x c97* 1, 


প্রশ্নমালা 6 


1. নিশ্বলিখিত গুপোতর শ্রেণীওলির নিদিষ্ট পদগুলি নির্ণয় কর: 


() 2, 4, 8, 16....... 9-তম পদ 


(i) 1, —9,4,—8......10-эҗ পদ 
(d) x9?,xy,y* ...... 7-তম পদ 
(iv) —21,14, - 3j ...... 7-তম পদ 
2. কোন গুণোত্বর শ্রেণীর তিনটি পদের যোগফল 21 এবং গুণফল 64; 
সংখ্যাগুলি নির্ণয় কর। ' 
3. কোন গুণোত্তর শ্রেণীর তিনটি পদের যোগফল 7 এবং তাহাদের বর্গের 
যোগফল 21 ১ সংখ্যাগুলি নির্ণয় কর। 
4. যোগফল নির্ণয় কর £ 
(i) 1-3+9-27+ 10টি পদ 949 1 
(ü) a—ar-car?—: n সংখ্যক পদ পৰ্যন্ত । 
(ij) 111177৮5557 সংখক পদ পর্যস্ত। 


; tg 17:08 
(iv) 55 1+ у2 10টি পদ পৰ্যন্ত | 


5. নিদিষ্ট সংখ্যক গুণোত্তরীয় মধাক বসাও : 
(i) 8 ও 512-এর মধ্যে 5টি। 
(ii) 1 ও 256-এর মধ্যে ЗВ | 
(iii) 16 ও }-এর মধ্যে 5টি | 
6. নিয়লিখিত প্রতিটি শ্রেণীর ॥-সংখ্যক পদের যোগফল নির্ণয় কর : 
(i) 64-66--6564- 
(i) `9+`99+ 9994 .::-.- 

| (ui) 2+22+222+...... 

7. কোন গুণোত্তর শ্রেণীর প্রথম ॥-সংখ]ক পদের যোগফল Sj, প্রথম 
2%-সংখ্যক পদের যোগফল 52. প্রথম 9%-সংখ/ক পদের যোগফল 5, হইলে 
দেখাও যে 

S,(Ss— Se) = (Ss -5,)* 

8. কোন গুণোত্তর শ্রেণীর 5-তম পদ 81, দ্বিতীয় পদ 24 হইলে শ্রেণীটি 
নির্ণয় কর। : 

9. যদি ৫, ৮, с,  গুণোত্বর শ্রেণীতে থাকে তাহা হইলে দেখাও যে, 

(i) (b—c)2+(c—a)*+(d= b)? — (a - d)?. 
Gi) (a? +2), (Ь®+ c*), (с? --d*) গুণোত্তর crm gy I 
(iii) (a+b), (b+c) (04৭) গুপোত্তর сайт | 
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10.৮"কোন গুণোত্তর শ্রেণীর %-সংখাক পদের 'যোগফল S, গুণফল Р এবং 
এ পদগুলির অন্যোন্তকের ( reciprocals ) যোগফল যদি R হয়, তাহা হহলে 


প্রমাণ কর যে 
Si" 
p: = °). 


11. কোন গুণোত্তর শ্রেণীর প্রথম পদ а, %-তম পদ 1, এবং প্রথম 
॥-সংখ্যক পদের গুণফল P হইলে দেখাও যে, P- (al). 

12. А বিনা wor B-aq কাছ হইতে 32,760 টাকা ad গ্রহণ করিল 
এবং 12টি কিস্তিতে শোধ করিবে বলিয়া ঠিক করিল কিন্তু প্রতিটি কিস্তি হইবে 
তাহার ঠিক পুর কিন্তির ছিগুণ। দ্বিতীয় ও শেষ কিস্তির পরিমাণ নির্ণয় কর। 

13. a,b,c একটি গুণোত্তর শ্রেণী, x ও y যথাক্রমে а এবং b, b এবং 
"এর সমান্তরীয় মধ্যক ; প্রমাণ কর £ 

аъ C22 এবং 141-2 
х у Xy 

14. যদি ৫, b, ০ সমাস্তর শ্রেণী এবং р, а, т «ет শ্রেণী হয় তাহা 
হইলে দেখাও যে ?১-০,9০-4.7%-৮-], 

15. a ও ৮-এর সমান্তরীয় মধ্যক т, а ও ৮-এর গুণোত্তরীয় মধ্যক 
n হয় এবং তাহাদের সমাস্থরীয় wipe গুণোত্তরীয় মধ্যক-1% £% হয়, 
তাহা হইলে প্রমাণ কর ca, 

a т+ v m'-n* 
b m- Jm?-n* 

16. দেখাও যে, দুইটি নির্দিষ্ট ধনাত্মক সংখ্যার সমাস্তরীয় মধ্যক উহাদের 
গুণোত্তরীয় মধ্যকের চেয়ে বড় 1 

17. দুইটি সংখ্যার মধ্যে সমাস্তরীয় মধ্যক 15 এবং গুণোত্বরীয় মধ্যক 9 ; 
সংখ্যা দুইটি নির্ণয় কর। 

18. সমান্তর শ্রেণীভুক্ত তিনটি সংখ্যার যোগফল 151 যদি উহাদের 
সহিত যথাক্রমে ]. 4, 19 যোগ করা হয় তবে নৃতন সংখ্যাগুলি গুণোত্তর 
শ্রেণীভুক্ত হয়। সংখ্যাগুলি নির্ণয় কর। 

19. দুইটি সংখ্যা নির্ণয় কর যাহাদের А.М. হয় 25 এবং G.M. 


হয় 241 


সপ্তম অধ্যায় 
faato সমীকরণ ( Quadratic Equation ) 


71. ax?+bx+c=0, ৪৮০ আকারে প্রকাশিত সমীকরণকে 
দ্বিঘাত সমীকরণ বলে। 
এই ঘিঘাত সমীকরণে অজ্ঞাত রাশি £ এবং মর্বোচ্চ ঘাত 2। ইহাকে 
দ্বিতীয় মানের সমীকরণও ( Second degree equation ) বলে। 
faato সমীকরণের দুইটি বীজ (root) থাকে | বীজ দুইটি সমান ও হইতে 
পারে। 
72. দ্বিঘাত সমীকরণের বীজ নির্ণয়ের সাধারণ সুত্র ঃ 
মনে কর, fate সমীকরণটি ax? +৮৮+০-0 e (G) 
(з) নং সমীকরণকে Да দ্বার] গুণ করিয়া পাই, 
4a? x? + 4abx + 4ac 0 
বা, b?-b?--4a?x* + Aabx + 4ac = 0 
9, (2ax)* + (b)? -22ax.b =b? — 4ac 
41, (20% +b)? =b? - 4ac 
"s Sax bo + V bi дас 
বা, 2ax- -b+ Jb" дас 
CS ха СРУ? dac 
|. 2а 
"s দ্বিঘাত সমীকরণের বীজ দুইটি হইল 
-৮+%৮৪-44 ও —b— V b? —4ac 
2a 2a 


মনে কর, একটি বীজ « ও অপরটি р 


লিল ! 
алсу ÉL 


— 
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7.3. একটি দ্বিঘাত সমীকরণের দুইটির অধিক বীজ থাকিতে 
эга না। 
মনে কর, দ্বিঘাত সমীকরণটি ৫৪+-৮:+০-0 ү (i) 
xf সম্ভব হয় মনে কর, <, 0, y এই সমীকরণের তিনটি বিভিন্ন বীজ, 
"অতএব <, p, у দ্বারা সমীকরণটি সিদ্ধ হইবে। 


“ах +4 +с=0 P et (ii) 
api--b8 + c= 0 us ө (їй) 
ay2+by+c=0 : e (iv) 


(i)- (ü), a(x? — 82) b(«— 8)-0 
বা, («— )(a(«+8)+b]=0 
যেহেতু, « ও ৪ অসমান ELO IU 
`. a(& B) b-0 " al) 
আবার, (ii) — (iv), alB? — 7?) - b(8 — y) =0 
বা, (8 )а(8 +у)+6)= 0 
ঘেহেতু, ৪ ও? অসমান SS В=у70 
> a(B-y)+b=0 E E (9) 
আবার, (v)—(vi), 2(*-%)-0 — ... .. (vii) - 
(vii) হইতে পাই, হয় а=0 অথবা, « - 7 —0. 
কিন্তু দুইটিই অসম্ভব । কারণ, ৫=0 হুইলে সমীকরণটি দ্বিঘাত হইতে 
পারে না এবং < ও % বিভিন্ন বলিয়া «—7—0 হইতে পারে না। 
a, B, 7 সমীকরণের তিনটি বিভিন্ন বীজ হইতে পারে না। অতএব 
কোন দ্বিধাত সমীকরণের দুইটির অধিক বীজ হইতে পারে না। 
7.4. ах?+Ьх+с=0 সমীকরণের বীজগুলির ধর্ম : 
ax? bx + c = 0 সমীকরণের a, ৮, с রাশি গুলি মনে কর বাস্তব। 
সমীকরণটিকে সমাধান করিয়া সমীকরণের বীজছয়কে আমর! পাই, 


E =b + ১/৮৯-44০ А ы Vb? — 4ac 
2a 2a 


এই ছিঘবাত সমীকরণের বীজছয়ের প্রকৃতি নির্ণয়ের জন্য b? — 4ac মানটি 
агава! করা হয়। 

(1) যদি b*—4ac20 হয়, তাহা হইলে ৮-46 বাস্তব হইবে | 
eak বীজ দুইটি বাস্তব ও অসমান হইবে। 
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(2) যদি b? = дас পূর্ণবর্গ হয় এবং a,b,c Jar ( rational ) হয়, 
তাহা হইলে বীজ দুইটি বাস্তব, үзү ও অসমান হইবে। যদি b° — 460 পর্ণবর্গ 
না হয় তাহা হইলে বীজ দুইটি অমূলদ ( irrational ) হইবে | 

(3) «ft b? — 4ac=0 হয়, তাহ! হইলে বীজ দুইটি বাস্তব ও পরস্পর 
সমান হইবে এবং প্রত্যেক বীজের মান > হইবে। 


(4. যদি b* — 4ас<0 হয়, তাহ! হইলে বীজ দুইটি কাল্পনিক ও অসমান 
হইবে | - 

মন্তব্যঃ উপরের আলোচনা হইতে বুঝা যায় যে, বীজ দুইটি বাস্তব হইবে 
যদি b?-dac>0 41=0 হয় অর্থাৎ যদি ৮2 - 4ас<0 না হয়। 

এখানে b — 44০-এর সাহায্যে বীজ দুইটির প্রকৃতি নিরূপণ করা গিয়াছে} 
b? —4ac রাশিটিকে ARAF ( Discriminant ) বলা হয়। 


7.5. দ্বিঘাত সমীকরণের বীজ ও সহগের ле: 
মনে কর, ах*®--Ьх+с=0 সমীকরণের দুইটি SY < ও B. 
আমরা জানি, «= 0+ /b°—4ac 
2a 

35 nbs УБ дас 

2а 
JS ибалы ады [= 5): Z (b: N b^ ~ дас)" 

a 425 


ы — (b* — 4ac) — 44০) m 
4a* a 


B 


&_ —x এর সহগ 
aval যোগফল" - = X এর 
বাজে 0 а х? এর সহগ 


L6, X বজিত তৃতীয় পদ 
এবং Java গুণফল = <= উদ 
এখন ax? &:৮+ ০0 সমীকরণটিকে xt ee £=0 আকারে প্রকাশ 
করা ঘায়। সমীকরণটির এই আকার হইতে দেখা যায় 


() বীজ দুইটির যোগফল = পরিবর্তিত fexus -এর সহগ 
(৪) বীজ দুইটির গুণফল = x বজিত তৃতীয় পদ। 


РРО 


, 
Е 
+ 
ši 
| 
4 
| 
1 
' 


feste সমীকরণ ; 71 


7.6. দুইটি বীজ দেওয়া থাকিলে তাহার সাহায্যে সমীকরণ 
গঠন $ 
মনে কর, কোন দ্বিঘাত সমীকরণের дечи হইল < ও 61 
'. бийл সমীকরণ হইবে (x4) (z 8) 70 
বা, x°—(<+B)x+<6=0 
অর্থাৎ x? _ ( বীজছুয়ের সমষ্টি ) <+ aquqa গুণফল-0 
উদাহরণ । একটি সমীকরণ গঠন কর যাহার বীজদ্বয় 2 831 
বীজদ্বয়ের যোগফল = 2+3-5 
ена গুণফল-2৯3-6 
নিণেয় সমীকরণ *-5%4+6=0. ~ 
1л. প্রতিযোগী বীজ ( Conjugate roots ў 
зай সহগযুক্ত কোন багъ সমীকরণের একটি বীজ যদি ++ VB হয় 
তাহা হইলে তাহার প্রতিযোগী বীজ হইবে < — VBA 
- আনে কর, <+ JB হইল ax*-+bx+c=0 সমীকরণের একটি বীজ। এই 
বীজ ছার! সমীকরণটি সিদ্ধ হইবে। 
o a(x B)? bio B) co 0 
বা, (a<? +aB+b<+c)+ ৮৪(24*+ b) =0 
ইহা হইতে দেখা যায় বামপক্ষের একটি অংশ quu এবং অপর অংশ STET 
এবং ইহাদের যোগফল=0। কিন্তু ইহা অসভভব। কারণ একটি чат রাশি 
| | ও একটি অমূলদ রাশির যোগফল 49 হইতে পারে ন। যতক্ষণ ন! উহার! পৃথক 
| পৃথক ভাবে শূন্য হয়। 
ax? +aB+bx+c=0 EAE () 
এবং 2ax b 2-0 
| | আবার ax? +bzx--c এই রাশিতে х= < — JB বসাইয়া পাই, 
| a'a- Jp-b( «— JB)*c 
| (ax? +49+৮+০)- V BQa«- b) 
20- /80 [09 এর সাহায্যে ] 


=0 
< এ_ ২9 ইহাও ах? +bx+c=0 সমীকরণের আর একটি বীজ 1 


—X— 
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7.8. কোন বাস্তব সহগযুক্ত কোন feto সমীকরণের একটি 
বীজ «+10 হইলে অপর বীজটি -ig হুইবে। 
মনে কর, <+ 8 হইল ах? +bx +c=0 সমীকরণের একটি বীজ। এই 
বীজ দ্বারা সমীকরণটি সিদ্ধ হইবে | 
s. (x iB)? +b(< +18) +c=0 
বা, (৫৭2 — aB? -- b« c) + i(2axB + bp) = 0 
ax? — ap? +<+с=0 | 25 t 
2ах8+Ь8=0 
ах? + bx+ c রাশিতে х= <— iB বসাইয়! পাই, 
ax? -- bx + c a(& — ib)? + b(« — if) --c 
= (aX? — af? -- bx +c) — i(2axB 4- bh) 
=0-1х0=0 [ @) এর সাহায্যে ] 
*-8 হইল ax? +bx-+ c= 0 সমীকরণের আর একটি বীজ। 
79. যে সমীকরণের ч ах*+Ьх+с=0 সমীকরণের 


বীজদয়ের অগ্যোন্যক (reciprocal) সেই সমীকরণটি গঠন | 
মনে কর, <, В হইল ax? + bx c= 0 সমীকরণের দুইটি বীজ, 


š 1 
< ও /-এর অন্টোন্ক হইল —, ў 
অতএব এমন একটি সমীকরণ নির্ণয় fice হইবে যাহার বীজছয় 


„а В 
Sia а 
* 4M c c 
a 
“+ баба সমীকরণ হইল rt- (- Pls +2 o 


বা, cx?-bbx-Fa- 0. 
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মন্তব্যঃ কোন Ras সমীকরণের বীজঘয়ের গুণফল যদি 1 হয়, 5191 
হইলে একটি বীজ হইবে অপর বীজের অন্ঠোন্তক 1 যেমন একটি বীজ যদি 2 
হয়, তাহা হইলে অপর বীজ হইবে Ü | 
উদ, 1. 3৪+6+2-0 সমীকরণের বীজঘয়ের প্রকৃতি বিশ্লেষণ 
কর। 
এখানে a=3, b- 6, с=2 
b? — 4ac = 6? — 4.3.2- 36 - 12 24 
b? — 4ac এর মান 24 এবং e| ধনাত্মক কিন্তু পূর্ণবর্গ নয়। 
বীজছয় 4194, অমূলদ ও অসমান | 
উদ. 2. নিম্নলিখিত প্রতিটি সমীকরণের বীগ্ুছয়ের প্রকৃতি বিশ্লেষণ কর। 
(G) 4x?--4x4-1-0 
(ú) 3x?-2x--4-20 
i) এখানে ৫4 b-4,c-1 
b? - Аас = 16 - 44.1216 - 1670 
যেহেতু b?— 4ac = 0, অতএব বীজঘয় বাস্তব, মূলদ ও ATA | 
(i) a=3,b=2,c=4 
b?—4ac24—434- —44 
যেহেতু b? - 4ас<0, অতএব বীজদয় কাল্পনিক ও অসমান। 
উদ. 3. দেখাও যে, (a? —bc)x*+2(b?— ca)x (০-4৮)-০ 
সমীকরণের বীজছয় সমান হইবে যদি b=0 বা a? +৮১+০৭ _3০0-0 হয়। 
এখানে নিরূপকটি 
= 4(b? — ca)? — 4(a? — bc)(c? -- ab 
= A[b* +c2a? — 2b*ca – с?а? + c?b-Fa*b - ab'c) 
= 4b[a? + b? + ০১ 3abc]. 
যেহেতু সমীকরণের বীজ সমান, অতএব নিরূপকটির মান শূন্য হইবে। 
অর্থাৎ bla? +b? +c? - 3abc) -0 
фаш সমান হইবে যদি b=0 হয় বা ৫১+৮১+০১_ 3৫০ 


=0! 
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710. দুইটি সমীকরণের একটি সাধারণ বীজ থাকার শর্ত ঃ 


মনে কর, ах®+Ьх+с=0 এবং аух®+Ьух+су=0 এই দুইটি 
সমীকরণের < একটি সাধারণ বীজ। < 3 দুইটি সমীকরণকে সিদ্ধ করিবে। 


i ак +৮%+০-0 CU ү (i) 
a x3 b «c = 0 5 (i) 
(i) ও (ii) হইতে বজগুণনের সাহায্যে পাই, 


g x Ў 
ү quus dat সী I» (iii) 
bci - Бус сау – суа ab, —aib 


1 ( < |- «x? j 1 
caa—c a be 016 ab, —ajb 
বা (ca, суа) 9 (bey — bi) (abi— ab) ইহা হইল নির্ণেয় শর্ত } 
(i) হইতে সাধারণ বীজের (<) মান আমরা পাই, 
cay Cia aj bci 7 bic. 
ab, —ajb cay а\С 
Qui. 4. কি শর্তে ал? +bx+০=0 সমীকরণের বীজদয় 
(i) সাংখ্যমানে সমান এবং বিপরীত Бете | 
(ü) পরস্পর 909199 | 
(ui) উভয়েই 48141 
(i উভয়েই ঝ্চণাত্মক। 
(৮) একটি ধনাত্মক এবং অপরটি খণাত্মক। 
(i) যেহেতু বীজঘয়ের মান (সাংখ্যমানে ) সমান এবং বিপরীত веце, 
অতএব উহাদের যোগফল শূন্য হইবে। 
বীজ দুইটির যোগফল = — è =0 
“. b=0 
b=0 হুইল নিৰ্ণেয় শর্ত। 
G) মনে কর, বীজ দুইটি € ও + 


বীজদ্বয়ের গুণফল =, =< 
« a 


বা, 1=° 
а 


c= a হইল নিৰ্ণেষ্ব শর্ত। 


Tan 
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Gü) যেহেতু বীজ দুইটি ধনাত্মক, অতএব বীজ দুইটির যোগফল এবং 
গুণফল ধনাত্মক হইবে। 


অর্থাৎ -bes ধনাত্মক 5804 | 
а а 


n futs শর্ত হইল ৫ вс সমচিহ্যুক্ত হইবে এবং b হইবে এ ও с 
চিহ্নের বিপরীত। 

(Gv) যেহেতু বীজ দুইটি উভয়েই ঞ্ণাত্মক, অতএব উহাদের যোগফল 
ধনাত্মক এবং গুণফল খণাত্মক হইবে | 

অর্থাৎ -& হইবে খণাত্মক এবং : হইবে ধনাত্মক | 

4. a, b, с, হইবে সমচিহযুক্ত | 

(0) যেহেতু একটি বীজ ধনাত্মক ও একটি বীজ খণাত্বক, অতএব 5 হইবে 
ঝণাত্মক। 


са বিপরীত бее RAI 
akama বড় এইরূপ বীজটি ধনাত্মক অথবা adas হইবে ЧЇ 


2 ANAF বা ধনাত্মক হয়। 

অতএব সাংখ্যমানে বড় এইরূপ বীজটি ধনাত্মক হইবে যদি b ও c সমচিহ্ন- 
যুক্ত এবং а উহাদের বিপরীত চিহ্যুক্ত হয় এবং খণাত্মক হইবে যদি ৫ ও ৮ 
সমচিহ্যুক্ত এবং с উহাদের বিপরীত চিহ্যুক্ত হয়। 

উদ. 5. «ера ах?-+„Ьх+с=0 সমীকরণের দুইটি বীজ эп, 


তাহা হইলে da Hra aa মান নির্ণয় কর | 
1,1 «*-5?. («45)!—2«5 
feoda m (CDL 


eges pv ис 


E = 


যেহেতু, “+= ES 
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উদ. 6. একটি দ্বিঘাত সমীকরণ গঠন কর যাহার বীজদ্বয় (a+b) ও 
(а-Ь)\ 
এখানে বীজঘয়ের যোগফল = (a-F b)+(a- Б) = 2a 
এবং গুণফল = (a+ b)(a - b) = a? - 
2. নিৰ্ণেয় সমীকরণ = x: — Зах (а? — b?) 20 
З. 7. যদি লি সমীকরণের বীজদ্বয়ের অন্পাত r 


হয়, তাহা হইলে দেখাও যে CED? = 
মনে কর, বীজ দুইটির একটি as < এবং অপরটি ау. 


x+<xy= t 
a 
বা, «)-— en 6 
০১০7 zm 
a 
«yu C e (ii) 
a 


(i) হইতে পাই, “a+ = 


বা, а= 
^ а“(1+›)* 


(i) হইতে পাই, «০০ < 


b? ЎА 
а%(1+›)# ar 
a Hac быны 
а*с 7 r ac 


741. ах? + bx-rc feste রাশির ba £ 
যনে কর, ax? + bx +с= 0 সমীকরণের দুষ্টটি বীজ্জ « ও р, 


b c 
“+B a < 


“এখন, ах? bxc aj! +2, + 5) 


=alx*—-(<+8)x +58} 
= a(x — «Xx - ff). 


Т এ 
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এমন বীজদ্বয়_ 
G) বাস্তব ও সমান হইতে পারে, 
(i) বাস্তব ও অসমান হইতে পারে, 
(їй) কাল্পনিক হইতে পারে। 
() মনে কর? « ও 8 বাস্তব ও সমান ( <= ৪) 
s. ax? +bx+c=alx— «)(х— В) 
=a(x — «)(x—«)-a(x—«)? 
=ах чә ধনাত্মক রাশি 
a-43 যে চিহ্ন, ax? +bx-rc এর সেই চিহ্ন হইবে। 
(i) মনে কর, « ও বাস্তব এবং অসমান ( <> 6) 
C ax? 4 bx cma(x— X)(x— В) 
(A) এখন যদি x, < ও ৪ অপেক্ষা বড় হয়, তাহা হইলে 
а(х — «)(х—8)=ах%яїч& রাশি 
саа যে চিহ্ন ax? +৮%4-০-এর সেই চিহ্ন হইবে। 
(B) < যদি «ер অপেক্ষা ছোট হয়ঃ তাহা হইলে (x —«) ও (x — 8) 
প্রত্যেকেই খণাত্মক হইবে এবং উহাদের গুণফল ধনাত্মক হইবে। 
অতএব a(x— x) B)m ax একটি ধনাত্মক রাশি 
а-4 যে চিহ্ন ৫৮০+৮:৮+০-এর সেই চিহ্ন হইবে। 
(C) x wf < অপেক্ষা বড় এবং р অপেক্ষা ছোট হয়, তাহা হইলে 
(x—«) ধনাত্মক এবং (%-/) খণাত্মক হইবে। 
©, а(х—а)(х—8) =ахч&Ё খণাত্মক রাশি। 
আবার x যদি < SG ছোট এবং ৪ অপেক্ষা বড় হয়, তাহা হইলে, 
(х= «) খণাত্মক এবং (x — B) ধনাত্মক হইবে। 
а(х —«)(x — 8) =a x একটি খণাত্মক রাশি i 
অতএব এই ছুই ক্ষেত্রে a যে চিহ্ন ০%৯+৮:-+-০-এর তাহার 
বিপরীত চিহ্ন 98141 
(ii) মনে কর, < ও 9 উভয়েই কাল্পনিক অর্থাৎ 
<=m+in, B=m-iün, 
ax*+bx+c=a(x — «Kx 0) 
= aix — (m+ in)Hx — (m — m)]] 
= a[l(x - m) - inH(x т) in] 
= al(x - m)? - (in)°] 
z8/x-m?-4n! 
"ax «f$ ধনাত্মক রাশি। 
' ৫-এর যে চিহ্ন ax E bx coe দেই চিহ্ন হইবে | 
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742. ax?+bx+c faato রাশির গরিষ্ঠ (Maximum) ও 
বলছি Minimum ) মান ç 


2০ এ | 


b? "Es 
4a? 2 a т) 


4৭512) ডি 4a? ali 


4ac— b° 
4а 


"als 1+0, Sa 


-a[x +2] + 0) 
1, মনে কর а ধনাত্মক (Positive) | 
(< + £ ) যেহেতু একটি পূর্ণবর্গ, অতএব casa যে-কোন বাস্তব মানে 
ইহা খণাত্বুক হইবে al | 


х= — z ছাড়! x-43 যে-কোন মানের জন্য 
ах? bx c» 106 b° b° হইবে I 
যদি x= -Ż হয়, তাহা ie ১ হইবে । 
^C ах? bx- с-9а লঘিষ্ঠ (Minimum) মান হইল dec এবং 


b 
তখন x 2a" 


П. মনে কর, a খাণাত্মক (Negative) | 


2 
যেহেতু (< ES 2-) সদাই ধনাত্মক এবং а খণাত্মক, অতএব £-এর 


“যে-কোন মানের dy a= 4+ 2)" serus হইবে | 
x= = ছাড়া х-ай যে-কোন মানের чэ 


ах? +Ьх+с< tacht > 
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=b? 
“2 হইবে। 


য্খন х = - = তখন ax! ^ bx c e 48 


-h2 
ах? +bx+c এর "feb মান м এবং তখন এ-এর 


আন -2-1 
Quid. х যদি বাস্তব হয়, তাহা হইলে 2x] — 4x+4 এর লঘিষ্ঠ মান 
(minimum) fads কর | 
— x -FA-2(x* 2x) 4 
=2(x2—2x+1-1)+4= 2(x- 2)? 2 
%-এর যে-কোন 4194 মানের জন্য 2(x — 1)* ধনাত্মক হইবে। 
2x2 _ 4х+ 4 এর afad মান হইল 2. 


Sm. 2. x যদি বাস্তব হয়, তাহা হইলে 8x—2x°+12 এর > 
(maximum) মান নির্ণয় কর। 
8х—2х?-+12=12—2х?%—4х) 
=]12-2(x?—4x +4- 4) 
=12—2(x2—4x+4)+8 
=12+8 - 2(x— 2)° 
220-2(x-2)? 
»-এর বাস্তব মানের জন্য —2(x -2)? সর্বদাই খণাত্মক হইবে। 
8x — 2x2 --12 এর গরিষ্ঠ মান হইল 20. 


би. з. যদি বাস্তব হয়, তাহা হইলে প্রমাণ ক х°-х+1 
vi x ta কর тр сега এর 


মান 3 এবং ও 1 এর মধ্যবর্তী হইবে। 


x?—x-l 
মনে কর, YU Ve rl 


বা, yx'-ctxykl-z*4x—-1-20 
বা, (1-y)x2-(1+y)x+(1—y)=0 
যেহেতু х বাস্তব অতএব ইহার নিরূপক খরণাত্মক (negative) হইতে 


পারে না। 
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অর্থাৎ (-014+))১-4(1-7)(01-7)4:0 (খণাত্মক নহে ) 
বা, 1+2y+ y?- 4--8y — 45? 40 


বা, 


বা, 


= 3৮2+10+340 
= (30° - 10y -3)40 


বা, Зу®—10у—3Ь0 (ধনাত্মক নহে ) 
বা, (›—3)(3›—1)Ь0 


বা, 3» - (v - 3-0 


এখন 3(y — 3)(» —3) 20 সমীকরণের বীজদ্বয় হইল } এবং 3 | 

এর মান যদি 3 অপেক্ষা ছোট হয়, তাহা হইলে উভয় উৎপাদকই- 
ANAF হয়। সুতরাং উৎপাদকঘয়ের গুণফল ধনাত্মক হইবে 1 আবার 7-এর 
মান যদি 3 অপেক্ষা বড় হয় তাহা হইলে উভয় উৎপাদকই ধনাত্মক হইবে এবং 
উহাদের গুণফল ধনাত্মক হইবে। কিন্তু কল্পনা অনুসারে ইহা ধনাত্মক হইতে 


পারে না। 
হইবে | 


আবার 7-এর মান 1 ও 3-এর মান সমান হইলে নিরপকটি RU 


পুনরায় ॥-এর মান যখন & অপেক্ষা বড় কিন্তু 3 অপেক্ষা ছোট তখন 
(»— 3) ধনাত্মক এবং (y— 8) খণাত্মক এবং উহাদের গুণফল খণাত্মক হইবে। 
অতএব х বাস্তব হইলে )-এর মান অর্থাৎ প্রদত্ত রাশিমালার মান 1 ও 
3-এর মধ্যবর্তী যে-কোন মান হইতে পারে | | 


Werl. 4. যদি < বাস্তব হয়, তাহা হইলে প্রমাণ কর 22 2444 এর 


х®—4х+3 


মান কখনই 1 ও — 7-63 মধ্যবর্তী হইবে mi | 


মনে কর, у= 


2x? —2x--4 
x*-4x43 


বা, yx?—4xy-c3p-2x?-F2x 4৮0 


বা, x*(»—2)- 2x(2y - 1)2- (3y — 4) - 0 


যেহেতু x বাস্তব, অতএব এই সমীকরণের নিরূপক аера হইতে পারে না! 


অর্থাৎ, 


al, 
а, 
41, 
al, 


1-22» -)j*-4(y-2)(3y—4)40 (ধণাত্মক নয় ) 
4(4y +1-4у)- 4(3y2 — 4y — 6y+8)40 
(16y? -- 4--16y - 12y? -- 40, — 32) £0 
(4y? +24) - 28)40 
4(y* 7)(y—7)40 
4(y+7)0 - 1) 20 সমীকরণের বীজদ্বয় 1 ও —7. 
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y-43 মান 1 অপেক্ষা বড় হইলে উভয় উৎপাদকই ধনাত্মক এবং উহাদের 
গুণফল ধনাত্মক হয়। 

)-এর মান —7 অপেক্ষা ছোট হইলে উভয় উৎপাদকই খণাত্মক এবং 
উহাদের গুণফল ধনাত্মক হয়। 

আবার 7-এর মান 1 অপেক্ষা ছোট এবং — 7 অপেক্ষা বড় হইলে (»-1) 
খণাত্মক এবং (৮47) ধনাত্মক এবং উহাদের গুণফল খণাত্মক হয়। কিন্ত 
কল্পনা অনুসারে উহাদের গুণফল «Hue হইতে পারে না।. আবার ৮-এর 
মান 1 6-7 হইলে নিরূপকটি শৃন্ত হয়। অতএব 4-এর বাস্তব মানে 
у- মান অর্থাৎ প্রদত্ত রাশিটির মান 1 ও – 7-49 মধ্যবর্তী কোন মানই 
হইবে না। 

প্রশ্মমীলা 7 
1. সমীকরণগুলির প্রকৃতি ( Nature ) বিশ্লেষণ কর £ 
(i) x2— 4x+4=0 (ii) x? —2V3x—2=0 
(ii) 7х°+4х—3=0 (iv) x?+ 10x +25=0 

2. দেখাও যে, (b-০x):+2(c-a)x+(a—b)=0 সমীকরণের 
বীজগুলি বাস্তব (a, b, с বাস্তব ধরিয়া লও )। + 

3. ॥-এর মান কত হইলে x? — 2(3b--1)x — (5k +1)=0 সমীকরণের 
ечи সমান হইবে | 3 

4, দেখাও যে, ax* bxc 0 সমীকরণের ач যূলদ (rational) 
যদি a-Fb--c- 0 হয় এবং যদি а, b, c যূলদ হয়। 

5. যদি a+b+c=0 হয়, দেখাও যে (a+b— c)x? - (b3-c— a)x 
+(০+৫-৮)-০ সমীকরণের ача মূল ( rational ) হইবে। 

6. £-এর মান কত হইলে a FEAF =1 সমীকরণের 
Jan সাংখ্যমানে সমান কিন্তু বিপরীত еце হইবে। 

7. যদি (а#-Е5%)х*+2х(фс+ ай)+(с®+4%)=0 সমীকরণের 
বীজদ্বয় বাস্তব হয়ঃ তাহা৷ হইলে দেখাও যে তাহারা সমান। 

8. x34 2p q)x--2(p* +q2)=0 সমীকরণের চরিত্র বিশ্লেষণ কর। 

9. যদি ০+2/%+9-0 সমীকরণের বীজদ্বয় বাস্তব ও অসমান হয়, 
তাহা হইলে *৪--2০+৭)৮+ (৮১+৭৯+27১)-০ সমীকরণের বীজদ্বয় 
কাল্পনিক হইবে 1 

4—6 
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10. < ও 9 যদি :*+৭+৮-0 সমীকরণের দুইটি বীজ হয়, তাহা 
হইলে q ও? দ্বারা (in terms of q and r ) (ü) «8? (i) + এর 


মান নির্ণয় কর। 
“от, «е p যদি ০৫+৮৮+০-০ সমীকরণের Qaqa হয়, তাহা 
হইলে a, b, с রাশি ছারা নিম্নের রাশিগুলির মান নির্ণয় কর : 

(9 2482 G) 0-0 Gi) ৭৪4০৯ (5) „+ 


0) d ‚ (৮) ČS, (vii) (pX-Fab)(as--p8) 


«p 
12. « ও 9 যদি х®+рх+а=0 সমীকরণের чач হয়, তাহা হইলে 
নিম্নের রাশিগুলির মান fada কর £ 
(9 ЭГ (ii) 1-1 (82) E XT (৮) " +Š, 


(v) s + Ë * dvi +87 48% 7 (vii) (L+<+<2)(1+ B + 8?) 
13. «B Re px +q=0 সমীকরণের বীজদয় হয়, তাহা হইলে 
নিম্নলিখিত রাশিগুলির মান নিশয় কর : ; 
I 4 4 
OSEP ш) TIE G) («+ 20) 2+0) 
14. সমীকরণগুলি নির্ণয় কর dm чча নীচে দেওয়া হইল : 
(923 G) 2+৮3,০-%3 (iii) (4+8), (4-8) 
15. ax?+bx+c=0 সমীকরণের < ও দুইটি বীজ হইলে এমন 
সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার বীজদ্বয় হইবে 


(2) «2 «р (и) «+28, p+2x (їн) TR pl 
< 


2 2 1 гу 76 
(iv) («+ 8), (к – В)? (0) —— y am. ৮) Ры 
16. ৭, 9 যদি x? —px+q= 0 সমীকরণের еч হয়, তাহা হইলে 
এমন সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার diu হইবে 


@ «+1 ptl G) 25782-5 
(їй) mX-nf,n«- mj. 
17. «,6 Xf x? +8х+15=0 সমীকরণের Феи হয়, তাহা হইলে 
এমন একটি সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার еч (x 2)? ও (4- 9j* | 
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18. ৭, যদি 242 — 5х+ 2—0 সমীকরণের বীজদ্বয় হয়, তাহা হইলে 
এমন একটি সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার 99 p + mq ও q + тр. 
19. qf < ও B, х®+4х+3=0 সমীকরণের еч হয়, তাহা 


হইলে এমন একটি সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার Qaqa = 317 সি | 


20. х2+7х+12=0 সমীকরণের < ও В at বীজ। এমন একটি 
সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার দুইটি বীজ («0° ও («—5)* হইবে। 

21. এমন একটি সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার еч х2 —8x--12—0 
সমীকরণের Aaaa অন্যোন্তক (reciprocals) হয়। 

22. " х®—рх+а=0 সমীকরণের বীজদ্বয় < ও р হয়, তাহা হইলে 


দেখাও а 9 * ах? _ (0° —2q)x+q=0 সমীকরণের একটি বীজ হইবে | 
23. <, 9 যদি ах*+Ьх+с=0 সমীকরণের Qaqa হয়, তাহা হইলে . 
এমন একটি সমীকরণ গঠন কর যাহার dew. ও =: হইবে। 


24. যদি ৫০++৮-0 সমীকরণের {їзє < ও ? হয় তাহা হইলে 
দেখাও যে, 
B ат, 
pedo 
25, এমন একটি সমীকরণ গঠন কর যাহার Aaa 3৮০-7৮-5-09 
সমীকরণের বীজগুলির বর্গ হইবে। 
26, xfi 1х2 +пх+п=0 সমীকরণের বীজদ্বয় % £ q 999105 থাকে, 
ত দেখাও যে, JP +J +43 =0. 
qe হইলে ү? ~ NE 
27. যদি 2x?-5x+4=0 সমীকরণের বীজছয় m ও n হয়, তাহা 


হুইলে এমন একটি সমীকরণ গঠন কর যাহার ачи nl ও T এ 
28. এমন একটি সমীকরণ গঠন কর ধাহার ечи হইল ** +b +৫ 
= 0 সমীকরণের বীজদ্বয়ের যৌগিক গড় (А.М) ও গুণোত্তর গড় (С.М.) ! 
29. হৃদি x"—px-+q=0 সমীকরণের একটি বীজ অপর বীজের দ্বিগুণ 
হয়, তাহা হইলে দেখাও যে 2р? – 9970. 
30. বদি ৫০+৮:+০-০ সমীকরণের একটি বীজ অপর বীজের 4 গুণ 
হয়, তাহ! হইলে দেখাও যে 4b2 — 25ac=0. 
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31. <, B যদি 3%2-6%+4=0 সমীকরণের 41997 হয়, তাহা হইলে 
(5+3) + +) +3 এর মান কত? 

32. «১6 যদি 2x? - 5৮+2-0 সমীকরণের Хач হয়, তাহা হইলে 
এমন একটি সমীকরণ গঠন কর যাহার বীজছয় <+ ও EXE 

33. এমন একটি সমীকরণ গঠন কর যাহার বীজগুলি ах? +bx c c—O 
সমীকরণের বীঁজগুলির অন্যোন্যক | 

34. a, p যদি x-pxq-0 সমীকরণের বীজদ্বয় এবং 7, 6 যদি 
%:-৮%+9=0 সমীকরণের эни হয়, তাহ! হইলে, (4 7)(8-9) + 
(8—»)(«-— 6) এর মান নির্ণয় কর। у с 

35. <, 8 যদি х®—2ах+Ь°*=0 সমীকরণের QIT এবং У, ó যদি 
22_20%4-42=0 সমীকরণের বীজদ্বয় হয় এবং যদি «д=ру হয়, তাহ! 
‚ হইলে প্রমাণ কর a?d? = b?c?. 

36. যদি ах? +ъх+с=0 সমীকরণের একটি বীজ অপরটির বর্গ হয়» 
তাহা হইলে দেখাও যে b? + ac* +а?с= 3abc. 

37. দেখাও যে х?—2ах+%#=0 সমীকরণের বীজদয়ের যৌগিক 
গড় x? — 2bx + a° = 0 সমীকরণের বীজছয়ের গুণোত্তর গড়ের সমান হয় এবং 
ইহা! TPN লইলেও হয়। 

38. «ft ৭(b-০)*?+b(c- a)x -Fc(a — b) =0 সমীকরণের বীজদ্বয় 
পরস্পর সমান হয়, তাহা হইলে দেখাও যে 2+-& 

39. এমন একটি সমীকরণ গঠন কর যাহার বীজদ্বয় az? + 2bx + 4c = 0 
সমীকরণের বীজদয়ের অন্যোন্থকের দ্বিগুণ হয় (twice the reciprocals 
of the roots of the equation ах? +2bx  4c—0 ) I 

40. x*-Fpx-rq-0 সমীকরণের বীজদ্বয়ের অনুপাত যদি 41:17 
=0 সমীকরণের Aaa অশ্ুপাতের সমান হয়, তাহা হইলে দেখাও যে. 
12777 129. 

Al. ৮+7+৭-0 সমীকরণের একটি বীজ যদি অপর বীজের বগ 
হয়, তাহ! হইলে দেখাও যে ৮১-9(3/-1)+9*-9। 

42. «B ft ах?+Ьх+с=0 সমীকরণের Феҹ হয় তাহা হইলে 
এমন একটি সমীকরণ বাহির কর যাহার বীজছয় 1. AF এবং দেখাও থে 


m 
সমীকরণটি box? -- (ac  b?)x-Fab =0 | 
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43. যদি %৫০+9+৮-0 সমীকরণের একটি বীজ অপর বীজের বর্গ 
হুয়, তাহা হইলে প্রমাণ কর q^ p^r pr? 3797, 

44. ах*+®х+с=0 সমীকরণের বীজছয় এবং ax? tb +c =0 
সমীকরণের বীজ্ছয়ের পার্থক্য যদি কোন ধ্রুবক হয়, তাহা! হইলে দেখাও যে 

420 b!- 4a с“ 

а? 7 

45. х%—-рх+а=0 সমীকরণের বীজ্ছয়ের বিয়োগফল যদি 1 হয়, তাহা 
হইলে দেখাও যে p° +4q2 =(1+24)? | 

46. ax? +bx+c=0 সমীকরণের әт যদি рх? +ах+т=0 
সমীকরণের বীজদ্বয়ের বর্গ হয়, তাহা! হইলে দেখাও যে 

pb? +да? =2арс এবং pc? =а?т. 

47. প্রমাণ কর যে (b —c)x? t (c— a)x-F (a— b) € 0 এবং (c— a)x? 
+(৫-)৮+(৮-০)-০ সমীকরণ দুইটির একটি সাধারণ বীজ আছে। 

48. যদি ах®+Ьх+с=0 এবং bx? +сх+а=0 সমীকরণ ছুই- 
" m সাধারণ বীজ থাকে, তাহা হইলে দেখাও যে a=0 অথবা o? +b? 

= 3abc. 

49. যদি ах?+Ьх+с=0 এবং РОЗ সমীকরণ দুই- 
টির একটি সাধারণ বীজ থাকে, তাহা হইলে দেখাও যে a=b=c অথবা 
a+b+c=0. 

50. b-43 মান কত হইলে 3x2 + 4bx + 2=0 এবং 2x?+3x-2=0 
সমীকরণ ঢুইটির একটি সাধারণ বীজ থাকিবে। 

51. x?-bx-ca-0 এবং x? +০৮+৫৮-0 সমীকরণ দুইটির 
একটি সাধারণ বীজ আছে! প্রমাণ কর যে অন্য еи x? +ax+bc= 0 
সমীকরণকে সিদ্ধ করিবে। 

52. প্রমাণ কর যে (b —c)x2 + (c= a`x+(a— —b)=0 এবং (c — a)x? 
+(а-Ьх+(—с)=0 সমীকরণ দুইটির একটি সাধারণ বীজ আছে। 

53. x ঘদি বাস্তব হয়, তাহ! হইলে নিয়লিখিত রাশিগুলির লঘিষ্ঠ মান 
( minimum value ) নির্ণয় কর : 

(i) 2x?-5x-3 (й) 2x? +8х+11 
(ii) 3x*—-6x48 (iv) 3x? -4x--10 
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54. 2 ঘি বাস্তব হয়, তাহা হইলে নিয়লিখিত রাশিগুলির গরিষ্ঠ মাল 
( Maximum Value ) নির্ণয় কর £ 
(0 8x-4-2x? (ü) 16- 8-4x? 
.55. যদি বাস্তব হয়, প্রমাণ কর যে 


í xt —3х+4 
O } е7 এর মধ্যে 47854 অবস্থিত হইবে। . 


х?—4х+9 
(à) ) 95 এর মধ্যে усу অবস্থিত হইবে 1 


х+х+2 


টি অবস্থিত হইবে। 


(їй) le $ এর মধ্যে 
3 x?—x+1 
@) 3 е aW মধ্যে ৮5447 অবস্থিত হইবে | 
56. х বাস্তব হইলে প্রমাণ কর যে : 


? 3x? +4х+2 
() -1 е1 এর মধ্যে 1 5 অবস্থিত হইবে না) 


^ এ 240 — 2044 
Gi) 1 ও 7 এর মধ্যে o. অবস্থিত হইবে না। 


6 2.345 
(iii) 5 ও 9 এর মধ্যে ৪৮০87 অবস্থিত হইবে না। 


(ü) $8 1 এর মধ্যে EES অবস্থিত হইবে না। 


° 
57. প্রমাণ কর x xfi বাস্তব হয় EL যে-কোন বাস্তব মানের 
সমান হইতে পারে। 
°?_ 
58. -এর বাস্তব মানের জন্য ZH এর গরিষ্ঠট মান ( maximum 
value ) নির্ণয় কর। 


59, প্রমাণ কর যে, যদি £ বাস্তব হয়, তাহা হইলে 2৮. -5+2 এর যে 
Зх = 4х +1 


কোন বাস্তব মান হইতে পারে। 


60. zaa বাস্তব মানের জন্য দেখাও যে + ও 1 এর xg 


*+2-3 
শিকল অবস্থিত হইবে না। 


^ 
, 
ч 


অষ্টম অধ্যায় 
বিন্যাস এবং সমবায় 


( Permutation and Combination ) 


81. বিন্যাস £ কতকগুলি বস্তুর কয়েকটি বা সবগুলিকে লইয়া বিভিন্ন 
প্রকারে সাজানো হইলে প্রত্যেক প্রকারে সাজানোকে ( arrangement ) 4%- 
গুলির এক-একটি বিন্যাস বলে। 

মনে কর, x, p, এ তিনটি অক্ষর । এই তিনটি অক্ষরের মধ্যে 

d) একযোগে একটি অক্ষর লইয়া, 
(i) একযোগে দুইটি অক্ষর লইয়া, 
(ii) একযোগে তিনটি অক্ষর লইয়া, 
সাজাইলে যে বিন্যাসগুলি হইবে তাহা নিয়ে দেওয়া হইল : 


(ü) x (8) xy (ni) xyz 
» ух х2у 
2 yz yzx 
zy yxz 
zx zxy 
х2 тух 
(9 নং ক্ষেত্রে বিন্তাসের সংখ্যা 3 এবং ইহাকে 3৮, -এর সাহায্যে প্রকাশ 
করা হয়। 
(н) নং ক্ষেত্রে বিন্যাসের সংখ্যা 6 এবং ইহাকে Эр, -এর সাহায্যে প্রকাশ 
করা হয়। 


(iii) নং сла বিন্যাসের সংখ্যা 6 এবং ইহাকে 37১-এর সাহাযো প্রকাশ 
করা হয়। 

82. সমবায় £ কতকগুলি বস্তু হইতে ( ভ্রমনিরপেক্ষভাবে ) একযোগে 
কয়েকটি লইয়া অথবা সব কয়েকটিকে লইয়া যতরকম দল গঠন করা যায় 
তাঁহাদের গ্রত্যেকটিকে এক-একটি সমবায় বলে | 

মনে কর, x, y, z তিনটি অক্ষর। এই অক্ষরগুলির মধ্যে 

() একযোগে একটি লইয়া, 
(i) একযোগে দুইটি লইয়া, 
(i) একযোগে তিনটি লইয়া, 
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সাজাইলে যে সমবায় হয় তাহা নীচে দেওয়া হইল £ 
[ONE (ü) xy (ii) xyz 
y yz 
& zx 


(i) নং ক্ষেত্রে সমবায়ের সংখা। 3 এবং ইহা! C, দ্বারা প্রকাশ কর! হয়। 

(i) নং ক্ষেত্রে সমবায়ের সংখ্যা 3 এবং ইহ! "С, ছারা প্রকাশ কর! হয়। 

(ui) নং ক্ষেত্রে সমবায়ের সংখ্যা 1 এবং ইহা "Сз দ্বারা প্রকাশ কর! হয়। 

সমবায়ের ক্ষেত্রে কেবল দলীয় বন্তুগুলিই বিবেচনা! করা হয়। কোন্টির 
পর কোন্টি রাখিয়। সাজানো! হইবে তাহা বিবেচন! করার প্রয়োজন হয় না। 
x ও y এই দুইটি অক্ষরকে ক্রমনিরপেক্ষভাবে সাজাইলে ху একটি সমবায় হয়। 
x ও )-কে ух হিসাবেও সাজানো ষায়। যেহেতু সমবায় ক্রমের উপর নির্ভর 
করে না, অতএব দল একটিই হয় অথাৎ সমবায় тр ও yx অভিন্ন। 

কিন্তু বিস্তাসের ক্ষেত্রে দলীয় ае ба ছাড়াও উহাদের কোন্টির পর কোন্টি 
রাখিয়া সাজানে। হইবে তাহাও বিবেচনা করা হয় । দলীয় বস্তগুলি যদি অভিন্ন 
হয় এবং বস্তগুলি যদি উভয় ক্ষেত্রে একই ক্রমে সাভানো৷ থাকে, তাহা হইলে 
দুইটি বিন্যাস অভিন্ন হইবে। কাজেই একটিমাত্র সমবায় হইতে একাধিক 
বিন্যাস গঠন করা সম্ভব | 

মনে কর, xyz একটি সমবায় | ইহা হইতে xyz, xZy, 0220 yxz, 220), 
zyx এই ছয়টি পৃথক বিন্যাস পাওয়া যায়। 

83. %-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে একযোগে ॥-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু লইয়া 
সাজাইলে যতগুলি বিন্যাসের সংখ্যা হয় সেই সংখ্যাকে "Р বা пру al Plnr) 
দ্বার! সুচিত করা হয় ( যেখানে ॥>7)। আবার %-সংখাক বিভিন্ন বস্তু হইতে 
একযোগে 7-সংখ্যক বস্তু লইয়া সাজাইলে তগুলি সমবায় হয় সেই সংখ্যাকে 
"С, বা „С, 31 C(n, r) দ্বারা সুচিত করা হয় ( যেখানে nr)! 

আমরা এখানে "P, এবং "С, এই প্রতীক দুইটি ব্যবহার করিব | 

8.4. প্ৰতীক ( Notation )1 

1, 2, 3, 4 হইতে আরম্ভ করিয়া n পর্যন্ত ক্রমিক সংখ্যার গুণফলকে [n বা 
п! প্রতীক দ্বারা প্রকাশ করা হয়। ইহাকে factorial п বলা হয়। 

[n =яп(п – 1)(п-– 2), 321 

[6 =6х5х4х3х2х1 

[10 210x9x 8x7 
-210x9x8x7x6x5x4x3x2x1 ইত্যাদি 


= 71174389. г 


rw 
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8.5. একটি বিশেষ নিয়ম : 


যদি কোন প্রক্রিয়া m বিভিন্ন প্রকারে করা যায় এবং কোন এক প্রকারে 
তাহা করা হইবার পর অন্য একটি প্রক্রিয়া যদি n বিভিন্ন প্রকারে কর! হয় 
তাহা হইলে দুইটি প্রক্রিয়| মিলিতভাবে (m x n) বিভিন্ন প্রকারে করা যাইবে | 

মনে কর, একটি fatu] হলে মাত্র চারিটি আসন খালি আছে। রাম ও 
স্যাম পরপর টিকিট কিনিয়া হলে প্রবেশ করিল। টিকিটে ঘদি আসন নিদিষ্ট 
না থাকে তাহা হইলে রাম এ চারিটি আসনের মধ্যে যে কোন একটিতে বলিতে 
পারে। অর্থাৎ রাম চার প্রকারে আসন গ্রহণ করিতে পারে। রামের আসন 
গ্রহণ করিবার পর তিনটি আসন খালি থাকে। শ্যাম এ তিনটি আসনের মধ্যে 
যে-কোন একটি আসন গ্রহণ করিতে পারে অর্থাৎ শ্যাম তিন প্রকারে আসন 
গ্রহণ করিতে পারে । অতএব রাম ও শ্যাম মিলিতভাবে 4х3 প্রকারে খালি 
আসন গ্রহণ করিতে পারে। 

মন্তব্য £ উপরের দিদ্ধান্তটিকে আরও ব্যাপকভাবে লওয়া যাইতে পারে 1 
xfi একটি প্রক্রিয়া m বিভিন্ন প্রকারে করা যায়, তারপর আর একটি প্রক্রিয়া 
n বিভিন্ন প্রকারে করা যায়, তারপর আরও একটি প্রক্রিয়া p বিভিন্ন প্রকারে 
করা যায়, তাহা হইলে সমস্ত প্রক্রিয়াগুলি মিলিতভাবে тх»хр প্রকারে 
করা যায়। 

86. %-সংখ্যক বিভিন্ন বস্ত হইতে ॥-সংখ্যক TE একযোগে 
লইয়! মোট বিন্যাসের সংখ্যা নির্ণয় (৮৯৮) 

( To find the number of permutation of n different things 
taken r at a time i.e. to find the value of "P, ): 

এখানে ॥-সংখ্যক শৃন্তস্থান ॥-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু বার! যত উপায়ে পূরণ করা 
যায় সেই সংখ্যাই হইবে facín বিন্যাসের সংখ্য। (এ ক্ষেত্রে কোন বস্তুর একই 
বিন্যাসের পুনরাবৃত্তি হইবে ইহ! ধরিয়া লইতে হইবে)। প্রথম শূন্য স্থানটিকে 
%-সংখ্যক পদ্ধতিতে পূরণ করা! যায়, কারণ সংখ্যক বস্তুর যে-কোন একটি 
দ্বারা এ শৃন্স্থানটিকে পূরণ করা যায়। প্রথম স্থানটি % প্রকারে পূরণ করিবার 
পর দ্বিতীয় іабс (n - 1) উপায়ে পূরণ করা যায়। কারণ প্রথম স্থান 
পূরণ হইবার পর বাকী থাকে (॥-1)-সংখ্যক বস্তু এবং এই (n- 1) বস্তুর যে 
কোন একটি ছারা দ্বিতীয় স্ানটিকে পূরণ করা ধায়। তাহা হইলে প্রথম স্থান 
n প্রকারে পূরণ করা যায় এবং তাহা পূরণ করিবার পর দ্বিতীয় স্থান (n— 1) 
উপায়ে পূরণ করা যায়। অতএব প্রথম দুইটি স্থান মিলিতভাবে n(n-—1) 
প্রকারে পূরণ করা যায়। 
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প্রথম দুইটি স্থান পুরণ হইয়া যাইবার পর স্পষ্টতঃই তৃতীয় স্থানটি (% – 2) 
প্রকারে পূরণ করা ষায়। meat প্রথম তিনটি স্থান n(n —1)(n - 2) উপায়ে 
পূরণ করা যায়। একই উপায়ে চলিতে থাকিলে দেখ! যাইবে যতগুলি স্থান 
পূরণ করা হইবে উৎপাদক সংখ্যাও ততগুলি হইবে। স্থতরাং দেখা যাইতেছে 
যে,?-সংখ্যক শূন্যস্থান যত প্রকারে পূরণ করা যায় তাহার সংখ্যা হইবে 
/-সংখ্যক উৎপাদকের গুণফল এবং প্রত্যেক উৎপাদক ঠিক তাহার আগের 
উৎপাদক অপেক্ষা 1 কম। 
”-মংখাক স্থান যত উপায়ে পূরণ করা যায় তাহাদের সংখ্যা 
—n(n— 1)(п – 2)...... /-সংখাক উৎপাদক পৰ্যন্ত 
=n(n— l)(n- 2) ......fn—(r— 1) 
—nín- lY(n-2)--- (n—r4-1) 

<. "Р, =n(n— 1n- 2)......(n-r +1) 


আবার "P _п(в- 1)(1—2)...... nr DX 3.2.1 
E 2,1 


(n-r).. 
_ m 
fc 
us d 
v "P. inr А 
194: 


G) "P,-n(n- l)(n-2)......(n-n-- 1) 
zn(n- 1)(n-2)...... 1 


=|n 
আবার "Pa = А. ) 
[n7 ы 
বা, এ "T 0) 


() হইতে পাই, афо 
10= 19-1 
[n 
এখন *Р„= di AE DEO 


14—14 10 1 


E 


-4. 


ттн 


ер 


ক мма 
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87. সংখ্যাগুলি বিভিন্ন নহে এইরূপ ॥-সংখ্যক বস্তুর সবগুলি 
একযোগে লইয়া বিন্যাসের সংখ্যা নির্ণয় ( To find the number of 
permutation of n-things taken all together when the things 
are not all different ) : , 

£-সংখাক বস্তুকে %-অক্ষর ধরা হইল । নির্দিষ্ট করার জন্য %-সংখ্যক অক্ষরের 
মধ্যে /-সংখ্যক অক্ষর а, এ-সংখ্যক অক্ষর ৮,7-সংখ্যক অক্ষর c এবং বাকী সব 
বিভিন্ন মনে কর। 

মনে কর, বিদ্তাসের সংখ্যা! | ЖЕЙ সংখ্যক বিন্যাসের প্রতোকটিতে 
п অক্ষরের সবগুলি থাকিবে | এখন অন্য অক্ষরগুলির অবস্থান পরিবর্তন না 
করিয়া ৮-সংখ্যক ৫-কে পরিবর্তন করিয়া পরস্পর ভিন্ন নূতন অক্ষর সাজানো! 
হইল। এক্ষেত্রে নৃতন অক্ষরগুলি নিজেদের মধ্যে |р উপায়ে সাজানো যায়। 
অতএব £-সংখ্যক বিন্যাসের প্রত্যেকটি হইতে [pure নৃতন বিন্যাস Aten 
যাইবে এবং মোট বিন্যাসের সংখ্যা হইবে xX |p | 

অনুরূপভাবে x x [সংখ্যক নূতন বিস্তাসের প্রত্যেকটিতে যে ৫-সংখ্যক 
b আছে তাহাদের পরিবর্তন করিয়া পরস্পর ভিন্ন এবং বাকীগুলি হইতেও ভিন্ন 
এ-সংখ্যক অপর নৃতন অক্ষর লওয়া হইলে মোট বিন্যাসের সংখ্যা হইবে 
хх|рх|а\ ঠিক একইভাবে ?-সংখ্যক с অক্ষরের পরিবর্তন করিয়া ?-সংখ্যক 
পরম্পর বিভিন্ন এবং বাকীগুলি হইতে ও ভিন্ন ея অক্ষর লইলে মোট বিশ্যাসের' 
সংখ্যা হইবে x X [p X [a X | ! 

আবার যেহেতু %-সংখ্যক বস্তুর সবগুলিই বিভিন্ন সেইহেতু ইহাদের সব- 
গুলিকে একযোগে লইয়া বিভিন্ন প্রকারে সাজাইলে বিন্যাসের সংখ্যা [n হইবে |. 

/. кхрхүах|к=|п 


[n 
12191 
вв. একই বিন্যাসে কোন একটি বস্তুকে "সংখ্যক বার পর্যন্ত 
теч! যাইবে এই শর্তে п বিভিন্ন বস্তুর একযোগে r বস্তু লইয়া 
বিষ্টাসের সংখ্যা নির্ণয় (To find the number of permutations 
of n different things taken r ata time when each thing may 


be repeated up to r times ): 
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গ-সংখ্যক অক্ষরের প্রত্যেকটিকে r বার পর্যন্ত mem যাইবে এই শর্তে 
/-মংখাক শৃন্যস্থানকে %-সংখ্যক বস্তু দ্বারা যত প্রকারে পূরণ করা যায় নির্ণেয় 
বিন্যাসের সংখ্যা ঠিক সেই সংখ্যার সমান হইবে | 

প্রথম শূন্যস্থানটি ॥-সংখ্যক বস্তুর যে-কোন একটি দ্বারা পূরণ করা যায়, 
সুতরাং তখন শৃন্স্থানটি п বিভিন্ন প্রকারে পূর্ণ করা যায়। প্রথম স্থান n 
প্রকারের যে-কোন এক একপ্রকারে পূরণ হইবার পর দ্বিতীয় স্থানটিও n বিভিন্ন 
প্রকারে পূরণ কর! যাইবে । কারণ একই অক্ষর পুনরায় ব্যবহার করা চলে | 
অতএব প্রথম দুইটি স্থান মোট nxn বা n? বিভিন্ন উপায়ে পূরণ করা যায়। 
অন্ুরূপে তৃতীয় স্থানটিও п বিভিন্ন উপায়ে পূরণ কর! যায়। অতএব প্রথম 
তিনটি স্থান পূরণ হইবে n? বিভিন্ন উপায়ে । এইভাবে চলিয়া? সংখ্যক স্থান 
n" উপায়ে পূরণ কর! যাইবে | 

‚ নির্ণেয় বিন্যাসের সংখ্য] = п". 


1.0 


, 89.() প্রমাণ কর 14 


আমরাজানি, sp = Lt n(n Dnr nr 
in-r In-r 


-n(n—1l)-(n ৮71) 
& m. d 0, 0, 
n=0 বসাও। অতএব, ГЄ বা, =; (0 1 0 


Y 


(ii) প্রমাণ EI "P ="P,-, 
আমর] জানি, ^P, = [5 


"Р, = [n 


TIT si 
"P. = ৮৯০ 
(i) m বিভিন্ন বস্তু হইতে ইচ্ছামত 1, 2, 3..-% Tg পৰ্যন্ত এক- 


যোগে লইয়া সাজাইলে মোট বিন্যাসের সংখ্যা হইবে 
"Pi +P +P, esee "P, 
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810. বৃত্তাকারে বিন্যাস ( Permutation їп a circle ) : 

কতকগুলি বিভিন্ন чесе যখন এক সারিতে সাজানো হয় তখন সেই 
বিন্তাসকে রৈথিক বিন্যাস বা বিন্তাস বলে। আবার বস্বগুলিকে যখন বৃত্তাকারে 
সাজানো হয় তখন সেই বিন্তাসকে বৃত্তাকার বিন্যাস wal রৈথিক বিন্তাসের: 
বেলায় দুইটি প্রান্ত থাকে কিন্ত বৃত্াকারের বেলায় প্রান্ত থাকে না। সেইগন্ত 
বৃত্তাকার বিন্যাসে বন্তগুলির একমাত্র আপেক্ষিক ( relative ) অবস্থান বিবেচন! 
করা হয়। সেইভন্ত п বিভিন্ন বস্তকে বৃতাকারে সাজাইলে মোট বিন্যাসের সংখ্যা 
হয় п—11 কারণ একটি বস্তুর অবস্থান স্থির রাখিয়া অবশিষ্ট (n— 1) quce 
নিজেদের মধ্যে যতরকমভাবে সম্ভব সাজাইলে আপেক্ষিক বিন্যাস পাওয়া যায়, 
এবং ইহার সংখ্যা n —1 ! 

যদি ঘড়ির কাটা যে দিকে ঘুরে সেই দিক এবং বিপরীত দিকে কোন. 
পার্থক্য কর! না হয় তাহা হইলে n বিভিন্ন বস্তুর বৃত্তাকার faster সংখ্যা। 
3х|п-11 

8.11. শর্তাধীন বিন্যাস ( Restricted Permutations ) š 

G) п বিভিন্ন বস্তুর /-সংখ্যক নির্দিষ্ট বস্তু কখনই থাকিবে না এই শতে 
п বিভিন্ন বস্তুর r বস্তু একযোগে লইয়া! সাজাইলে মোট বিস্তাসের সংখ্যা 
»-»p 2 

Qi) যদি /-সংখ্যক নির্দিষ্ট qw ৮-সংখ্যক নির্ধারিত স্থান অধিকার 
করে এই শতে п বস্তুর r বস্তু একযোগে লইলে মোট বিন্যাসের সংখ্য! Prp. 
হয়। 
(ii) "সংখ্যক নির্দিষ্ট বস্তু সব বিন্যাসগুলির মধ্যে থাকিবে যদি এই শত 
হয় তাহা হইলে п বিভিন্ন বস্তু একযোগে লইয়া সাজাইলে মোট বিন্যাসের সংখ্য! 
*-৮1০৮-৯ x "P, হুইবে। 


(i) IP; = 12 = =17=7х6х5х4х3х2х1 


0-7 
= 5040. 
. 18 18 8х7х6х[5 
(ii) Bis মি DN = 336. 
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Spi. 2. প্রমাণ 1: DP.  =(n+1)"P, 
+ +1 
এখন, "р = ШЕ 1 177 


n-*l—-r-1 n-r 


1% n+l 
In-r Her 
"#1 Drp =(n+1)."P,. 
èri. 3. Jaipur শব্দটির সব অক্ষরগুলি একযোগে লইয়া মোট 
কতগুলি বিন্যাস পাওয়া যাইবে? 
Jaipur শব্দটিতে মোট 6টি অক্ষর আছে। 


আবার, (п + 1)."Р, — (n4 1). 


КА facia বিন্যাসের সংখ্যা =P; = "EE p-e É 


=6х5х4х3х2х1=720. 


উদ্দা 4. *Balloon' শব্দটির সব অক্ষরগুলি একযোগে লইয়| মোট কয়টি 
বিন্যাস পাওয়া যাইবে তাহ! fada কয়। 
Balloon শব্দটিতে মোট 7টি অক্ষর আছে 
ইহার মধ্যে bel 
a-1 
122 
0-2 
n=] 
QS -7 টি অক্ষর 


ç 862 
CS নির্ণয় বিন্যাসের সংখ্যা BE 


! ЗАЗ 210 62 1260, 

Фф. 5. ‘Cadet শব্দটির অক্ষরগুজি একযোগে লইয়া মোট কয়টি 
বিন্যাস পাওয়া যাইবে? ইহাদের মধো কয়টির প্রথম অক্ষর C হুইবে না? 
কয়টির শেষ অক্ষর T হইরে না অথচ প্রথম অক্ষর C হইবে? 

Cadet শব্দটিতে মোট 5টি অক্ষর আছে। একযোগে 5টি অক্ষর লইয়া 
সাজাইলে বিন্যাসের সংখ্যা 5P,9[525x 4x 3x 2x 1:4 120. 
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প্রথমে 0-কে স্থির রাখিয়া বাকী 4টি অক্ষরকে +P, বা |4 বা 24 উপায়ে 
সাজানো! যায়। প্রথমে С থাকিবে ন! এইভাবে সাজাইলে বিন্যাসের সংখ্যা 
120— 24= 96. 

আবার প্রথমে 0-কে এবং শেষে Т-с® স্থির রাখিয়! বাকী তিনটি অক্ষরকে 
লইয়া মাজাইলে বিন্যাসের সংখ্যা [3 বা 6 হয়। 

প্রথম অক্ষর C হইবে এবং শেষ অক্ষর T হইবে না এইরূপে সাজাইলে 

«মোট বিন্যাসের সংখ্য। 24- 6=18. 

©]. 6. যদি স্বরবর্ণ সর্বদা একত্রে থাকে তবে daughter শব্দটির 
'অক্ষরগুলির বারা কতগুলি শব্দ গঠন করা যায়? 

এখানে а, и, é এই তিনটি স্বরবর্ণ (vowels)| এই তিনটি হ্বরবর্ণকে 
একটি অক্ষর «fant মোট 6টি অক্ষর হয় [ (aue), d, g, h.t r ] 

এই অক্ষর ছয়টিকে লইয়া বিন্যাসের সংখ্যা SP 4116 বা 720 হয়। 

আবার স্বরবর্ণ তিনটিকে একত্রে রাখিয়া উহাদের নিজেদের মধ্যে বিন্যস্ত 
করিলে বিন্াসের সংখ্যা হয় Ps বা [3 4161 

daughter শব্দটির শ্বরব্ণ তিনটি সর্বদাই একত্রে থাকিবে এই 

শতে অক্গরগুলিকে সাজাইলে মোট বিন্তাসের সংখ্যা 6 х 720 =43201` 

зт. 7. 8@ বস্তু হইতে একযোগে 4টি লইয়া! সাজাইলে তাহাদের 
কতকগুলিতে একটি নির্দিষ্ট aw (2) лп থাকিবে এবং (ü) কখনই থাকিবে 
না--এই শতে কতকগুলি বিন্যাস পাওয়া! যায়। 

8টি аа হইতে একযোগে এটি 4% айа মোট takaa সংখ্যা 
2z TXEA Le 56x30= 1680 

৪টি «wa মধ্যে 1টি নির্দিষ্ট aw মোটেই থাকিবে না এইরূপে (8—1=7) 
7@ মধ্যে একযোগে 4টি লইয়া সাজাইতে হইবে। 


вр „18 
Р, = 5 


এইরূপ ক্ষেত্রে বিন্যাসের সংখ্যা 
SUL. =7X6X5X4X|3_ 840 
ІЗ 13 - 
অতএব যে বিল্তামগুলিতে এ নিদিষ্ট aw নবর্দাই থাকিবে তাহাদের সংখ্য! 
1680— 840 — 840. 


ip, 
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Sgi. 8. 5 জন বালিকা কতরকমে বৃত্তাকারে বসিতে পারে? 
এখানে আপেক্ষিক অবস্থানের প্রশ্ন বিবেচনা করিতে হইবে। একজন 
বালিকাকে নির্দিষ্ট স্থানে রাখিয়া বাকী 4 জনকে |4 উপায়ে সাজানো যায়। 
*, নির্ণেয় বিন্যাসের সংখ্যা |424x3x 2x 1724. 


8.12. সমবায় $ 

॥ সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে একযোগে r সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু 
azai সমবায়ের সংখ্যা নির্ণয় ene "С, এর মান নির্ণয় (॥>?) 
( To find number of combinations of n different things taken 
r at a time (ren) i. e. to find "C, ): 

মনে কর, সমবায়ের সংখ্যা x অর্থাৎ х= "C, | এখন প্রত্যেক সমবায়ে 
y সংখ্যক বিভিন্ন «w আছে এবং এ বস্তগুলিকে নিজেদের মধ্যে সাজাইলে [7 
উপায়ে বিন্যস্ত কর! যায়। < সংখ্যক সমবায় হইতে хх সংখ্যক বিন্যাস 
পাই। এই সংখ্যাই হইল п বিভিন্ন বস্তু হইতে একযোগে r 49 লইয়া 
সাঁজাইলে যে বিন্যাসের সংখ্যা হয় | অর্থাৎ ইহ! "Р, এর সমান হয়। 

хх|у="Р„ 

rb. 

lr. 


4h ৯০০০-৮০-19 
: Uis 


বাঃ x 


লক্ষণীয়, "C, = Шш = nin-i., 
llin-1 1l n-1 
bic [n 


"CL ut =j 


[ninn [n 0 


"С„=*С, 
8.3, প্রমাণ কর п বিভিন্ন qw হইতে? ач একযোগে লইয়া 
সমবায়ের সংখ্যা =" বিভিন্ন বস্ত হইতে (2-1) IE একযোগে 
azg গঠিত সমবায়ের সংখ্যা । অর্থাৎ প্রমাণ কর "C,="C,-;,. 
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( To show that the number of combinations of n different 
things taken r at a time is equal to the number of combinations 
of n different things taken (п-т) at a time, ie, to find 
"С..= Зб) Š 


আমরা ভানি, হা এবং 


০৫০৯০ 
UT [n o nrin-r dr h>" 
"C, m" C, ri 


মন্তব্য ? যদি "C,-—"C, হয়, তাহা হইলে p=q অথবা p+q=n 
হইবে। 
উদ্দা, 9. প্রমাণ Фа: "С, "С, "+С, 


BOV-ERC rage 1% P А In 


In-rir |n-rxlp-1 


রীতি. ভা: 
тт |1 (n=r+1) |а ү—1 


й [n 1 1 2 [n n-rtlctr 
> In-r mb eru. r- eeu] 
j (n)  _ nl 

а-га r. r-l  h-rl.p 


- 7710 P 
23 "ers TCI y HO. 
8.14. pape নিদিষ্ট বস্তু সর্বদাই থাকিবে এই শর্তে ॥-সংখাক বিভিন্ন 
বস্তু হইতে ॥-সংখ্যক বিভিন্ন qw একযোগে লইয়া! সাজাইয়া সমবায়ের সংখা! 
»7»C,., হইবে। 


n= - |n Ep 
অর্থাৎ "°С, ঢ22-7+৮ Fp 


187 
[п-т|}-р 


হইবে। 


$&—* 
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815. рта নির্দিষ্ট qw কখনও থাকিবে না এই শর্তে %-সংখ্যক 
বিভিন্ন বস্তু হইতে ॥-মংখ্যক বিভিন্ন qu লইয়া একযোগে মাজাইলে সমবায়ের 


т-р 
৮61 T лы: 
সংখ্যা aem 57715 হইবে 


%-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে যতগুলি ইচ্ছা qw লইয়া সাঙ্াইলে সমবায়ের 

пал £34" C "Ca - "Cs +... +”С„=2”-1. 

8.16. (০+০9+7+......)-সংখাক বস্তুর ?-সংখ্যক 49 একজাতীয় 
অভিন্ন, “সংখ্যক বস্তু একজাতীয় অভিন্ন, 7-সংখ্যক বস্তু একজাতীয় অভিন্ন 
ইত্যাদি। 

এই (p+q +r...) বস্তগুলিকে যতগুলি সম্ভব একযোগে লইয়া সাজাইলে 
সমবায়ের সংখা! হইবে [I(p-- 1) x (a + 1) x (r + 1)...1 - 1]. 

817. বিভিন্ন দলে বিভক্ত করা৷ Division into groups ) š 

যদি (m+n) বস্তুকে (৮৫) ছুইভাগে বিভিন্ন উপায়ে এমনভাবে ভাগ 
কর! হয় যে একভাগে m এবং আর একভাগে n হয়, তাহা হইলে সমবায়ের 


[m+n 
সংখ্যা হইবে КҮРЕ 


যদি т=п হয়, id ae 2m বস্তুকে সমান দুইটি দলে বিভক্ত করিলে 


সমবায়ের সংখ্যা হইবে E E 


কিন্তু দুই ব্যক্তির মধ্যে 2%-সংখ্যক বস্ত সমান ভাবে ভাগ করিয়া দিলে 
সমবায়ের সংখ্যা হইবে 15 lm 
mim 
(m-F n p) বস্তুকে (msn p) যে বিভিন্ন উপায়ে তিনটি ভাগে ভাগ 
কর! যায় যাহার ভাগগুলিতে যদি যথাক্রমে m, n, p বস্তু থাকে, তাহা! হইলে 


Ra হবে т, - 
agaaa সংখ্যা € [m T T 


im — 

[3x (Im) ` 

3 জনের মধ্যে 3m বস্থকে সমানভাবে ভাগ করিয়া দিলে মোট সমবায়ের 
L3m 

(21717 


যদি m= x= p হয় সেক্ষেত্রে সমবায়ের সংখা! হয় 


সংখ্যা হয় 
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উদ. 10. যদি ০১০7-00-4৬ হয়, ৮০6-এর মান কত? 
200,—29C.. 
r+4+r=20 (`. "С, = "С, হইলে р+д=п 9) 
r=8 
8 8х7х|6 
103০০ MR ы А 
901. 11. 10 জন লোক হইতে 5 জনকে লইয়া কতগুলি committee 
গঠন করা যায়? 
10 জন লোক হইতে 5 জন লোককে 9831 যতগুলি কমিটি নির্বাচন কর! 


ж; 10 _0х9х8х7х6х|5 
যায় তাহাদের সংখ্যা 1১০৬ 110-515 5X4x3X2x1x[5 


=6х6х7=42 ১৫০ = 252. 
Ф. 12. 12 জন ছাত্রের একটি শ্রেণী হইতে 5 জনকে লইতে হইবে। 
(i) কত উপায়ে নির্বাচন হইবে নির্ণয় কর। (и) কত উপায়ে নির্বাচন 
হইবে তাহা নির্ণয় কর যেখানে (а) অন্তঃত একজন বালককে লইতে হইবে, 
(b) অন্ততঃ একজন বিশেষ বালককে বাদ দিতে হইবে | 
G) 12 জন বালক হইতে 5 জনকে লইয়া যে নির্বাচন হইবে তাহার 
112. 
1715 
=12х11х6=792. 
ii) (а) যেহেতু একজন বিশেষ বালক সব সময় নির্বাচনের সময় থাকিবে, 
‘অতএব 11 জন হইতে 4 জনকে নির্বাচন করিতে হইবে। 
ш ; 
1—44 


11x10x9x8x7 
= [7x4x3x2x1 БО: 


(ü) (৮) যেহেতু একজন বিশেষ বালক নির্বাচন হইতে বাদ থাকিবে, 
অতএব 11 ভন হইতে 5 জনকে লইয়া নির্বাচন করিতে হইবে। 
1l š 
Е uc» 125 
এক্ষেত্রে নির্বাচনের সংখা 10, i615 
¿1025252758 
16 |5 


সংখ্য] ১2০১ 


এক্ষেত্রে নির্বাচনের সংখ্যা 10 = 


= 462. 
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501. 13. 6 জন পুরুষ ও 4 জন স্ত্রীলোকের মধ্য হইতে 5 জনকে লইয়া 
একটি কমিটি গঠন করিতে হইবে । কমিটিতে অন্ততঃ একজন স্ত্রীলোক 


অন্ততূক্তি করিতে হইবে এইভাবে কত উপায়ে কমিটি গঠন করা যায়? 
সম্ভাব্য উপায়গুলি হইল : 


স্বীলোক (4) পুরুষ (6) নির্বাচনের সংখ্যা 
1 4 401 ৯505 
2 3 *C,x*C, 
3 a CXC, 
4 T ০৬২৪৮ 


'. নির্ণেয় কমিটির সংখ্যা” 401 ১৮৫০0৯47403 x Cs 
$C, X С, +С, x 5C, =246. 

ЗИ. 14. 18 জন খেলোয়াড়কে মোট কত উপায়ে দুইটি দলে ভাগ 
করাযায়? 

যেহেতু দুইটি দলে সমান সংখ্যক খেলোয়াড় থাকিবে, অতএব নির্বাচনের 
সংখ্যা $x 18০০ বা kd 

wi. 15. 10টি বাহুবিশিষ্ট কোন বহুভূজেরে কোঁণিক বিন্দুগুলি যোগ 
করিলে কতগুলি ত্রিভুজ গঠন করা যায় ? এ বহুভূজের কর্ণের সংখ্যা কত 
হইবে? 

বহুভুজের 10টি বাহু থাকায় কৌণিক বিন্দুও 10টি আছে। 10টি বিন্দুর মধ্যে 
যে-কোন তিনটি বিন্দু যোগ করিলে এক একটি faga হইবে। 10টি বিন্দু 
হইতে 3টি বিন্দু লইয়া যত প্রকারে নিবাচন কর! যায় ততগুলি faga 
হইবে। 

uo 


*, ত্রিভুজের সংখ্যা» 1903 ৮০ 
3 বিন্দুগুলির যে-কোন 2টি বিন্দু যোগ করিলে এক একটি সরলরেখা হয় | 
১", মোট সরলরেখার সংখা» !°С„=45. 
এই 45টি সরলরেখার মধো 10টি agaa বাহু আছে। এইগুলি কর্ণ 
হইতে পারে না। 
-A কর্ণের সংখ্যা =45— 10= 35. 
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প্রশ্নমালা 8 (A) 


1. মান নির্ণয় কর £ 
(i) $P, (i) 5P, (ш) 7073. 
2. মান নির্ণয় কর £ 
еа SUP) 
(ù 1313 (in 17 
3.) যদি "*"P,-10x "-"P, হয়, n-ax মান নির্ণয় কর। 
Gi) যদি "'""p,—30, "-"P,—30 হয়, т %-এর মান নির্ণয় = | 
4. প্রমাণ কর "Paai = "Pa 


2*7] 
5 যদি терсге р г-н মান fafa কর। 


In |2% 


(т = 1) 


(їй) 


6. প্রমাণ কর |2n—2"|n13.57-- (2n - 1). 

7. প্রমাণ কর "7"*UP,-(n-cl)."P,,. 

8. 2,3,4,9,7 অক্ষরগুলির সাহায্যে (i) ছুই অঙ্কবিশিষ্ট, (ii) 4 ww- 
“বিশিষ্ট, (in) সব অঙ্কবিশিষ্ট কতগুলি সংখ্যা গঠন করা যাইবে? 

9. 0, 1, 2, 3, 4, 5 এই সংখ্যাগুলি দ্বারা 6 অঙ্কবিশিষ্ট কতগুলি 
বিজোড় সংখ্যা গঠিত হইতে পারে? এই matofaa কোন একটিতে ও 
উপরের কোন সংখা! একবারের বেশী ব্যবহার করা! যাইবে Wd | 

10. 100 ও 1000-এর মধ্যে অবস্থিত বিভিন্ন অঙ্কবিশিষ্ট 1, 3,5,7, 9 
এই অঙ্ক গুলি ছারা কতগুলি সংখ্যা গঠন করা যাইবে? এই সংখ্যাগুলির কোন 
একটিতেও উপরের কোন একটি সংখ্যা একবারের বেশী ব্যবহার করা 
যাইবে না। 

11. একটি রেলপথে 40টি station আছে। প্রতিটি শ্রেণীর জন্য মোট 
কতগুলি একমুখী টিকিটের প্রয়োজন হইবে р 

12. 'Hyperbola শব্দটির অক্ষরগুলি হইতে 3টি Consonant ও 2টি 
Vowel লইয়! সাজাইলে কতগুলি শব্দ গঠন করা যায়? 

13. Vowel-sfa সর্বদাই পাশাপাশি থাকিবে এই শর্তে (i) Failure, 
(i) daughter “aafaa অক্ষরগুলি দ্বারা মোট কতগুলি শব্দ গঠন করা 


যায়? 
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14. ‘Sunday’ শব্দটির অক্ষরগুলি কতভাবে সাজানো! যায়? ইহাদের 
মধ্যে কয়টির প্রথম অক্ষর S হইবে? ইহাদের মধ্যে কয়টির প্রথম অক্ষর S হইবে 
না? কয়টির প্রথম অক্ষর S দিয়া আরম্ভ হইবে কিন্তু Y দ্বারা শেষ হইবে না। 

15. সব অক্ষরগুলিকে একসঙ্গে লইয়া! নিয়ের শব্দগুলির অক্ষরগুলিকে 
মোট কত উপায়ে বিদ্যাম করা যায়? 


(i) Calcutta, (ii) Commerce, (iii) America, (iv) Atlantic, 
(v) Constantinople, (vi) Mississippi. 


16. যাহাতে bes ও worst paper দুইটি কখনই পাশাপাশি থাকিবে 
না, এই শর্তে 15টি পরীক্ষার খাত! মোট কত প্রকারে সাজানো যায় ? 

17. যাহাতে best ও worst paper দুইটি কখনই পাশাপাশি থাকিবে 
ন! এই শর্তে %-সংখ্যক খাতা মোট কত উপায়ে সাজানো যায়? 

18. 0, ', 2,3, 4, 5, 6,7, 8, 9 refe সাহাযো 1000 অপেক্ষা 
трива এবং 5 দার! বিভাজ্য কতগুলি সংখ্যা গঠন কর! যায়? কোন সংখ্যায় 
কোন অঙ্ক একবারের বেশী লওয়া চলিবে না 1 

19. 1, 2, 3, 4,5 অস্কগুলির কোন দিকেই একই সংখ্যায় একের বেশী 
বার ব্যবহার ন! করিয়া 300 অপেক্ষা বড় কতগুলি জোড় সংখা! নির্ণয় করা 
যায়? 

20. ‘Triangle’ শব্দটির অক্ষরগুলি সাজাইলে কতভাবে faata করা 
যাইবে? উহাদের মধো T দিয়া আরম্ভ এবং E দিয়া শেষ এইরূপ কতগুলি 
বিন্যাস হইবে ? 

21. যে-কোন দুইটি বালক কখনই পাশাপাশি থাকিবে at, এই শর্তে 3টি 
বালক ও 4টি বালিকা এক সারিতে কতভাবে সাজানো যায়? 

22. Veledictory "aĝa অক্ষরগুজির Vowekg কখনই একসাথে 
থাকিবে না, এই শর্তে শব্দটির অক্ষরগুলিকে কত উপায়ে atata] যায় у 

23. ‘Contact’ শব্দটির অঙ্গরগুলিকে লইয়া সাঙ্জা্টলে কতগুলি বিন্যাস 
পাওয়া যায়? 

24. কোন লাইব্রেরীতে একটি পুন্ডকের 4 কপি, দৃইটি পুস্তকের প্রতিটির 
3 কপি, ওটি পুলকের প্রতিটির 5 কপি এব" ৪টি পুস্তকের প্রতিটির এক কপি 
করিয়া чї কত উপায়ে পুস্তকগুলি সাজানো ঘায়? 

25. 5 á বালক ও 3 জন বালিকাকে লইয়া কত প্রকারে বিন্যাস কর! 
যাইতে পারে যাহাতে কখনও দুইটি বালিকা পাশাপাশি থাকিবে না। 
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26. x প্রতি প্রার্থীর 5 জনের সবগুলি ভোট পাইবার অধিকার থাকে 
তবে কোন ব্যক্তি 5 জন প্রার্থীকে মোট কত প্রকারে ভোট দিবে? 

27. বিভিন্ন আকৃতির 7টি মিষ্টি 7 জন বিভিন্ন বয়সের বালকের মধ্যে কি 
প্রকারে বিতরণ করা যায় যাহাতে প্রতি ক্ষেত্রেই সবচেয়ে বড় মিষ্টিটি সবচেয়ে 
কম বয়সের বালকটি পায়। 

28. 30 জন বালক মোট কত উপায়ে একটি বৃত্তাকারে দাড়াইতে পারে ? 


29. একটি গোল টেবিলের চারিদিকে 5 জন বালক কত উপায়ে afite 
পারে? 


30. 78 বিভিন্ন বর্ণের মুক্ত! দিয়া কতরকম ভাবে মালা গাঁথা যায়? 


emata 8 (В) 
1, মান নির্ণয় কর £ 
(0 3С. (и) 52059. (їй) 199601 
2. প্রমাণ কর £ 


() r”Cr=n2 Cr- 
(ü) "Cipa Due (n7r20) 
3. "Су =21 ac, হয়, -এর মান নির্ণয় কর। 


A "2С, =6"С, হয়, %-এর মান কত? 
5. (8) যদি MOM 9^C,,, হয়, naq মান নির্ণয় কর। 


522 
(i) যদি 52. әр 3" 
6. প্রমাণ কর £ 
(i) "Ur নি 84710 +- =”*С] 
(ii) Jo +”-1С, 4 9-39C. ES +10, = "+! Gaa 


(8) "Cora Ga Dn- 31n- 5).----(2n - 2r+ 1) 
à Табук tne arme USO (2r-1) 


7. কোন চাকরিতে 12 জন প্রা 35 তাহাদের মধ্যে কত উপায়ে 
4 জন প্রার্থীকে নিখাঁচন করা যায়? 

8. 15 জন বালক 7 জন বালিকা হইতে 4 ডন বালক 2 জন বালিকাকে 
লইয়া কতগুলি কমিটি গঠন করা যায়? 

9. P. U. পরীক্ষায় গণিতের প্রশ্নপত্রে 11টি প্রশ্ন দেওয়া হইল। কত 
বিভিন্ত উপায়ে 6টি ersa উত্তর দেওয়া যায় 7 যদি 1] নং প্রশ্নটি আবস্্িক 
হিসাবে থাকে, তাহা হইলে মোট 6টি ex কত উপায়ে নির্বাচন করা যায়? 


হয়, ॥-এর মান কত? 
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10. € জন পুরুষ ও 4 জন মহিলার মধ্য হইতে 5 জনকে লইয়। একটি 
কমিটি গঠন করিতে হইবে। তি কমিটিতে কমপক্ষে একজন মহিলা থাকিবে, 
এই শর্তে কয়টি কমিটি গঠন করা যায়? 

11. 7 জন বালক 4 জন বালিক! হইতে 6 জনের একটি কমিটি গঠন 
করিতে হুইবে। wf (i) কমিটিতে 2 জন বালিকা, (и) অন্ততঃপক্ষে 
2 জন বালিকা থাকে, তবে কত প্রকারে কমিটি গঠন করা যায়? 

12. 32 জনের একটি দল হইতে 5 জনকে аёт) নির্বাচন করিতে হইবে 1 
কত উপায়ে ইহা নির্বাচন কর' যায়? যদি একজনকে (i) সব সময় eeu হয় 
এবং (ii) কোন সময়ই লওয়| হয় না, এই শর্তে কত উপায়ে নির্বাচন করা যায়? 

13. 15 জন বালকের একটি দলে 7 জন boy-scout আছে। যাহাতে 
(i) ঠিক 6 জন boy-scour, (й) অন্ততঃ 6 জন boy-:cout থাকিবে এই 
শর্তে 12 জন বালককে কত উপায়ে নির্বাচন কর! যায়? 

14. কোন শ্রেণীতে 60 জন বালক আছে। নিজেদের মধ্যে কত উপায়ে 
3 জন প্রতিনিধি পাঠাইতে পারে যদি কোন একজন নির্দিষ্ট বালক এই 
3 জনের মধ্যে হয়, তাহা হইলে কত উপায়ে নির্বাচন করা যায়? 

15. 20 জন খেলোয়াড়কে কত উপায়ে দুইটি সমান দলে নির্বাচন 
করা যায়? 

16. কত উপায়ে 20টি মিষ্টি 5 জন বালকের মধ্যে সমান ভাবে ভাগ 
করিয়! দেওয়া যাইবে? 

17. 7 জন ভারতীয় ও 4 জন বিদেশী সভ্য হইতে 6 জন সদস্য করিয়। 
Executive Committee গঠন করিতে হইবে afè (i) কমিটিতে অস্ততঃ 
2 জন বিদেশী সভ্য থাকে, (и) কমিটিতে ঠিক 2 জনই বিদেশী সভ্য থাকে | 

18. কোন তিনটি বিন্দু একই সরলরেগায় অবস্থিত নয়, এবই সমতলে 
অবস্থিত) এইরূপ 12টি баре যোগ করিলে মোট কয়টি. বিভিন্ন সরলরেখা 
টানা যায়? afe উহাদের মধ্যে এটি বিন্দু একই সরলরেথায় অবস্থিত হয়, তাহা 
হইলে মোট কয়টি সরলরেখা টানা যায়? 

19. 12টি সরলরেখাকে লইয়া মোট কতগুলি ত্রিভুজ আকা যায় যদি 
কোন দুইটি সরলরেখা সমান্তরাল না হয়? 

20. যদি "Р, =336, "C, =56 হয়, n ও ?-এর খান নির্ণয় কর। 

21. п-н বহুভুঞ্জের কতগুলি কর্ণ অঙ্কন করা যাইবে? 


নবম অধ্যায় 
দ্বিপদ উপপাদ্য (Binomial Theorem) 


9.1. দ্বিপদ রাশি ( Binomial Expression )৫ 

যে বীজগণিতীয় রাশিতে দুইটি মাত্র পদ থাকে তাহাকে fet রাশি বলে। 
যেমন, 24-4), x-ka, x—a, 3a--4b প্রভৃতি রাশিগুলির প্রত্যেকটি হুইল 
ছিপদ রাশি। 

দ্বিপদ্ উপপাদ্ £ 

afa কোন দ্বিপদ রাশির যে-কোন ঘাতকে (Power) কোন বীজগণিতীয় 
সাধারণ "tas সাহায্যে এক শ্রেণীর আকারে প্রকাশ করা যায় তাহাকে ছিপদ 
উপপান্ত বলে। অর্থাৎ যদি কোন দ্বিপদ রাশির যে-কোন ঘাতের বিস্তৃতি নির্ণয় 
করা ধায় তাহাকে দ্বিপদ উপপাদ্য বলে। ; 

n যেখানে অথণ্ড ধনসংখ্যা (Positive integer) 
(x-Fa)^ = x" + "Сух" la "Сол" =a? +...... "Сох" "а? + 
SERE +4-৫%কে ধনাত্মক অখণ্ড БФ পক্ষে (for positive integral index) 
fast উপপাদ্য বলে। 

এই উপপাদ্যটিকে Sir Issac Newton উদ্ভাবন করেন। 

9.2. ধনাত্মক অখণ্ড সুচক পক্ষে ছিপদ উপপাদ্য ( Binomial 
Theorem for a Positive I ntegral Index ) $ 

n অথণ্ড ধনসংখ্যা হইলে প্রমাণ কর 

(xa) 2x" "Сх" "Сх" ?а? += 
4"Cattat ea! a (O 


= x" ang dag OT Dan qiu. 
i2 


Lun Den 1) y nrar феа" ৮৪ (ii) 
it 
প্রমাণ £ আমরা গুণ করিয়া পাই, 
(ка)? = х? +2ах+а? = x° +° C ах+?Са?, 
(x+ a)? = x? --3ax? + 3a* x a? 
= x3 C ax? + "C , a? x  * C sa? 
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অতএব দেখা যাইতেছে যে, ॥=2, n=3 হইলে উপপাগ্টি সিদ্ধ হয়। 
এখন ধর! যাক ॥-এর যে-কোন নির্দিষ্ট মানে উপপাগ্যটি সিদ্ধ হয়। অর্থাৎ 
মনে কর, п=т এবং (xta) -x" "Cx". 24৮0১255275 
"Сх" "а" на" 
এখন উভয় পক্ষকে (xta) দ্বারা গুণ করিয়া পাই, 
(tam (а) "Ст a +C, За? 
epr att ta} 
samhl mG, e) (C, +"Ci)x""la? ++ 
тС Сл) t a? + Сна" 
আমরা জানি, "C, 4 "C, 71008 
т=1, 2,3 বসাইগ্রা পাই, 
"C +"Со="С.+1=" C, 
"C *C -"* C, 
SOS +=) = C, 
পুনরায় "C," Cae, 
pajta qnt! pC at т Сх" Paten 
24৪৪৯ +H Coax lar p a AA 
অতএব দেখা গেল ॥=-4-1 হইলে 8991190 সিদ্ধ হয়। আমরা আগে 
দেখিয়াছি যদি п=2, 3 হয়, তাহা হইলে উপপাদ্যটি সিদ্ধ হয়। 
s. উপপাগ্ট সিদ্ধ হইবে যদি ॥=3+1 বা 4 হয়। 
п=4+1 বা 5 হইলেও উপপাগ্টি সিদ্ধ হইবে ইত্যাদি। 
s. প্রমাণিত হইল যে ॥-এর যে-কোন অখণ্ড মানে উপপাগ্যটি সিদ্ধ হয়। 
মন্তব্য 8 যদি n ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা হয় তাহা হইলে (1+х)"= 
Іф" "Сох? "Сух? +... + x" হইবে। 
93. (х-а)" ও (1-*)" এর বিস্তৃতি š 
যেহেতু (x + а)" এবং (l+ x)" এর বিস্তৃতি দুইটি এ ও *-এর যে-কোন 
মানে সিদ্ধ হয়, অতএব প্রথম ক্ষেত্রে, азай স্থানে এ 47 দ্বিতীয় ক্ষেত্রে 
*-এর স্থানে — x বসাইলে আমরা পাই, 
(1) (=a =" "Cuz" > a)+ ০১০ ২ এ x a? c: 
=» +(— a)" 


=х"—"Сүх"!а+"С,х"”%а?% a meh তি 
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(2) (1- "= 0)” +”С(—®)+”С„(—4)#++-+(—х)" 
21-*C,x"C,x-ee(- DU 

মন্তব্য 8 (D ও (2)-তে n জোড় সংখ্য! হইলে (-а)"=а" এবং 
(—х)"=х" হইবে এবং n বিজোড় হইলে (—а)"=(—1)” a^ এবং 
(—z)"=(—1)"x" হইবে। 

অর্থাৎ n জোড় বা বিজোড় হইলে ( — 1)" ধনাত্মক বা খণাত্মক হইবে | 

9.4. দ্বিপদ উপপান্তের কতকগুলি লক্ষণীয় বিষয় (Some 
important features of Binomial Theorem ) š : 

(ка) — x" "Сух" аж "Съх"-?а?+ ^ "Сох 7а" 


ДЕ +а" 
Ti-z Т.= "Сух" a, Този? 
T, St C Заз Ta "Ст "а 


*, (x a)" বিস্তৃতির সাধারণ পদ হইল (74 1)-তম পদ 
Tu eter ug. 
(1+ x)" বিস্তৃতির সাধারণ পদ হইল 
T, ="C x" 
(1- х)" বিস্তৃতির সাধারণ পদ হইল 
Te = Ca) =(-1)* [5761 
(x — а)" বিস্তৃতির সাধারণ পদ হইল b of 
Tin x yC a)! -(-1)" "C,x"-!a*. ү 
9.5. সমদূরবর্তী পদসমূহ ( Equidistant terms ) š 
শ্রেণীর প্রথম দিক ও শেষ দিক হইতে থে দুইটি পদ সমান দূরে অবস্থিত 
সেই দুইটি পদকে সমদূরবর্তী পদ বলে। 
আমরা জানি "С,-"С„., 
r=1, 2, 3-"৮"বসাইয়া পাই, 
"Су="С,-. 
nC =”С»-2 
sC "C, -s ইত্যাদি। 
^C, হইল প্রথম দিক হইতে দ্বিতীয় পদের সহগ এবং "C, o হইল শেষ 
দিক হইতে তৃতীয় পদের সহগ এবং উহারা পরস্পর সমান । আবার "C. 
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প্রথম দিক হইতে তৃতীয় পদের সহগ এবং "С„_, হইল শেষ দিক হইতে 
তৃতীয় পদের সহগ এবং উহার। পরস্পর সমান 1 
প্রথম দিক হইতে (৮+7)-তম পদের সহগ =শেষ দিক হইতে 

(৮+1)-তম পদের z^] অতএব যে-কোন ছুই সমদূরবর্তী পদের সহগছয় 
সমান | 

9.6. বিস্তৃতির মধ্যপদ ( Middle Term ) নির্ণয় š 

আমর! দেখিয়াছি যে, দ্বিপদরাশির কোন ঘাতের বিস্তুতির পদসংখ্যা ওই 
ঘাতের 252347] অপেক্ষা 1 বেশী হয়। 

যখন n জোড় সংখ্য! হয় (মনে কর n = 2m) তখন বিস্তৃতির পদসংখ্য! 
হয় 2m+1 যাহা বিজোড় সংখা! | তখন মধ্যপদ হয় একটি অর্থাৎ (১+1)- 
তম পদ 41 (:3:4 1)-তম পদ বা (m + 1)-তম পদ 1 

আবার п যখন বিজোড় সংখ্যা (মনে কর п=2т+ 1) হয় তখন বিস্তৃতির 
পদসংখ্যা হয় (2742) যাহা একটি facete সংখ্যা । এক্ষেত্রে তখন দুইটি 
অধ্যপদ হয়। (1) পদ এবং (I : +1)-তম পদ বা, (87৮7). 


2০৮৫০ 
2 


তম পদ ও + 1)-তম পদ বা (m + 1)-তম পদ ও (m+ 2)-তম পদ 


দুইটি মধ্যপদ হয়। 
(1+ x)" বিস্তৃতির মধ্যপদ নির্ণয় z 


n জোড় সংখ্যা হইলে (1+1)-তম পদ হইবে মধ্যপদ। 
fat মধ্যপদ "Cus 
n বিজোড় সংখ্যা হইলে "Уза পদ এবং 24141] “তম পদ দুইটি 
অধাপদ হইবে । 


মনে কর, n=2m +] বা, m- 


п-1` 
2 


বিস্তৃতির পদসংখ্যা (n+1) বা (2m +2) 
অতএব (m+ 1) এবং (m+2)-%3 পদ দুইটি মধাপদ। 


чх, (৬5+71)-তম পদ ও ($14+1)-হয পদ হইবে মধ্যপদ। 
п-1 ntl 
fat মধ্যপদ "Суух? AR "6 T, 
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মনে কর (l+) বিস্তৃতির মধ্যপদ নির্ণয় করিতে হইবে। এই ет 
পদসংখ্যা 71 অতএব (8+1) বা 4-তম পদ হইবে মধ্যপদ | 

আবার (+x) বিস্তৃতি হইলে মধ্যপদ দুইটি হইবে এবং উহারা হইল. 
(55:+1)-তম পদ ও (231 +-1)-%3 পদ বা 4-তম পদ ও 5-তম পদ মধ্যপদ | 


. 9.7. দ্বিপদ সহগের ধর্ম ( Properties of Binomial Co- 
efficients ) 2 
"Co, "Су. "C," C, দ্বিপদ সহগগুলিকে অনেক সময় সংক্ষেপে Co. 
Ci, СС, লেখা ex 1 
এখন, (1 x)" = 1+ "C yx "Cox? t.. Cunt e "Cun 
=Со+С,х+ Сух? +. 4 Cux" Cx" (A) 
(যেহেতু Co="C,=1y 
(1) প্রমাণ কর দ্বিপদ fagfea সহগগুলির সমষ্টি = 2". 
এখন (A) তে х=1 বসাও। 
DE TUE MT ea 
স্সহগগুলির সমষ্টি ө (B) 
*,. প্রমাণিত হইল সহ্গগুলির n3? —2". 


মন্তব্য £ এখন В-с5 Co 71 বসাও। 
М. @=1+0,+C,+ +С, 
A 2°-1=С,-+С„+-+С,„. 

(2) প্রমাণ কর বিজোড়স্থানীয় পদের সহগগুলির যোগফল জোড়স্থানীয়' 
পদের সহগগুলির যোগফল এবং বিজোড়-স্থানীয় পদের সহগগুলির যোগফল». 
জোড়-স্থানীয় পদের সহগ গুলির যোগফল 2771. 

এখন, (А)-С® х= — 1 বসাও। ; 

(1-1 2C, - C, C, -Cs *C4- C; Cs. 

বা, 0=Со- С. *C,-C34C,—- Cs +С 

л Са+С,+С,+--=С,+С,+С,+.. (С), 

মনে কর, (0)-এর 497% = x, ডানপক্ষ_ у 
х+у=зїЗ ছিপদ সহগগুলির যোগফল = 2" 

[ (B) এর সাহায্যে ] 


LS 
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আবার যেহেতু, х= у JS 2x22" 
x-2"! 
C1 C, 4C, 4 C9 C4 -C4 + =n, 
ов. বিস্তৃতির বৃহত্তম সহগ নির্ণয় ( Greatest Coefficient ) š 
(x-a)" ও (1+х)”-аң бәсе (+1)-তম পদের সহগ উভয়- 
«ма "С, 
сатр হইলে "C, বৃহত্তম হইবে যদি х= হয়। 
n বিজোড় হইলে "С, বৃহত্তম হইবে যদি ॥=*5' বা hil হয়। 

n জোড়সংখ্যা হইলে (১+1)-তম পদ অর্থাৎ মধ্যপদের সহগ হইবে 
বৃহত্তম। এবং п বিজোড় সংখ্যা! হইলে ("51 4+1)-তম বা, (শু +1)-তম 
পদের সহগ অর্থাৎ দুইটি বৃহত্তম সহগ হইবে । 

অর্থাৎ, "бл. এবং "Cy, হইবে বৃহত্তম এবং "Cyl. ০534 
WBA | 
উদ. 1. (৫+3৮)5-এর বিস্তৃতি নিণয় কর। 

(а+3Ь)5 =a? + *C,457 (3b) + 5 Caa5 ` 2(3b)% 

+ 85C,a573(3b)3 4-5 Ca! *(3b)* + ^C, (3b)* 
=a" +5.3a*b + 10.92 b? + 10.27a? b? + 5.81ab* + 243b^ 
= a? + 15a*b + 90a?b? + 270a? b? + 405ab* + 24 36°. 

wi 2. (x55)? বিস্তৃতির 7-তম পদ নির্ণয় কর। 
মনে কর, (r + 1)-তম পদ 7-তম পদ 

r+1=7 S. r=6 
এখন (৮+1)-তম পদ = "C x77 "a" 


7-23 পদ. ১0০ *( 5p," 


Tox 6 
eu (125 x 125)у 


84x 125 x 125: y* : 
= 13125002 °, 


fa উপপাদ্য 


উদ! 3. (e - iy বিস্তুতির ?-এর সহগ নির্ণয় কর। 
অনে কর, (+1)-তম পদে x? আছে 
tim 5C, (x3)87 (36) 
=8Ç (— x 94-37-92 ғ 
=(-1)" 8C,x24-5r 
যেহেতু „+ পদে x? আছে 
3১৫5৮ — 49 
24—5r = 9 
Sr 
(৮+1)-তম পদে অথাৎ ।3+1)-তম পদে 4১ আছে। 
নির্ণেয় সহগ= *С(—1)' = —56. 


üm. 4. [x° дү" বিস্তৃতির x afas পদ নির্ণয় কর। 


আনে কর, (r + 1)-তম পদ হইল :-বজিত পদ 
t, = 1C, (05)1*-' (-À) 
=(- 1)" so 27০0-5৮-28 
=(— 1)" 14০0৮ goir 
যেহেতু এই পদটি x- -বজিত পদ হইবে 
7\-7r=0 বা, r=10 
(109+1)-তম পদটি হইবে -বজিত পদ 
farda পদ =(-1)!9 1*Cio 
.14x13x12x11.. 
ти у 


Ф. 5. (х- 2)" বিস্তৃতির মধ্যপদ নির্ণয় কর। 


এখানে x যেহেতু বিজোড় সংখ্য 
11 
= 1) fagfez মধ্যপদ দুইটি হইবে। 


11+1 
» অর্থাৎ 


পদ মধ্যপদ হইবে। 
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D "lea পদ ও সবর পদ অর্থাৎ 6-93 পদ ও 7-তম 
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5 
প্রথম 10671544 2c, í)u-7(-1) 


_11х10х9х8х7 _ 5 ze, m 65 
a তই À 1) x10 m 


6 
দ্বিতীয় ариб Саа) тугы] 
Ë 

е 
х 
উদ. 6. যদি (1 +х)”=Се+Сух+Сух? += t Cox" হয়» 
প্রমাণ কর, Co? +С? +C? 4 C3? + С++ С, 
Li 


_ 12" LI 
түп 
+ а)" Со+Сух+ t Cun" ТЕ (i) 
(+1) = Сох +Сух"! +С. o (ni) 


(ü) ও ii) গুণ করিয়া পাই, 
(1+%)-(০০+0৮+7 Cx" Cox" Сух"! + ১7 С.) 


ইহা! একটি অভেদ | 
বাম পক্ষের এর সহগ ডান পক্ষের x" -43 সহগের яхія | 


nz 


[Log us 
"аа সহগ _ 002+ 0124+ 0384+ :-- +С, 


= 2" 


বাম পক্ষের х"-44 সহগ= C= 


ডান পক্ষের % 
CC, 1C, +... =. 
түп 


yi. 7. xfi Со, Cy Cg. Cn (1 +х)" বিস্তৃতির দ্বিপদ AZA হয়, 


তাহা হইলে প্রমাণ কর, C; +2.C25+3.C3+ тС 582৮8 


C,4*2C,T3C;t- nC; 
опи їпп-1)(з—2) ‚...... 
eter =н EL. + 


anfii- p+] 


——————————є—— + 
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মনে কর, п-1= № 
=n[L+N END 0.) 


ext oia NC; 1 
58:2৭ ( i *C, --"C,-F"Cs 4-2") 


Ае, ope ri: 
3 ntl n+l 


n(n 1) , n(n-1)(n —2) , .. 
3! করা 41 т z 


বামপক্ষষ্[1+21+৮ 


A An pet De Gb Den D, «d 


(п+1= N ধর) 


N(N -1) +N D Qr- 2) | 
21 +) 


{N+ 


BU уез Neue аана 
2%+1—1 4 NG +Nc,+- oN 


ntl x No NG; s2N 1 


প্রশ্নমালা 9 
1. নি্দিখিত রাশিগুলির বিস্তৃতি fafa কর : 
(9) (x2) (ü) (x—»* (i) (+1) (iv) (2a--3b)* 
6) (0+) +0-2) (0) (+) ) (vii) (»-3) 
(vii) (2-5) @ (#+) 


2. (2+€)%7 বিস্তৃতির 9-তম পদ নির্ণয় কর। 
ৰী-_৮ 
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З. (৮+$)৮০ я 6-তম পদ নির্ণয় কর। 
4 (b+ 1)?" বিস্তৃতির %-তম পদ নির্ণয় কর। 
5. (5—32a)' বিস্তৃতির যে পদে x* আছে সেই পদ নির্ণয় «a 
6. (0 (e) এর বিস্তৃতি নির্ণয় কর। 
y X 


(ü) দ্বিপদ উপপাগ্ের সাহায্যে (999)? এর 6 দশমিক স্থান পর্যন্ত মান 
নির্ণয় কর | i 
7. নিয়লিখিত রাশিগুলির সাধারণ পদ নির্ণয় 41: 


(i) (3+3)? Gi) (35) (iii) (+) 


(iv) (а - () (6x2 – y)" 


8. দেখাও যে (1++х)?" বিস্তুতির মধ্যপদ 13.57 Qn - Das, y, 


9. (i) দেখাও (1) বিস্তৃতির মধ্যপদ — 2)". 


Gü) (-2))৪ বিস্তৃতির মধ্যপদ নির্ণয় কর। 
10. (39) বিস্তুতির x $-এর সহগ নির্ণয় কর। 
1L (1-2x* 3:5) (1-1) чыз »-এর মহগ নির্ণয় কর। 
12. (x-x2)!9 я *'5-এর সহগ নির্ণয় কর। 
13. (i) xl бехта সহগ নির্ণয় কর। 
(ü) (x—2y)'* বিস্তৃতির £১০-এর সহগ নির্ণয় কর। 


(iii) (৮ +5) বিস্তৃতির )-এর সহগ নির্ণয় কর। 
(iw) [° -3 বিস্তৃতির x33-«a সহগ নির্ণয় কর। 


(v) [2z— 35 Ж বিস্তৃতির x! t-ga সহগ নির্ণয় কর। 


14. দেখাও যে, (14২)*" বিস্তৃতির হ"-এর সংগ (14)*"-! 
বিস্তৃতির "ая সহগের їз! 
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15. যদি (9 - 4 বিস্তৃতির (r + 1)-তম পদ :-বজিত পদ হয়, 


তাহা! হইলে--এর মান নির্ণয় কর এবং এ পদের মান নির্ণয় কর। 
16. নিম্নলিখিত বিস্তৃতিগুলির +-বজিত পদ নির্ণয় কর : 


0 (e) (ài) (el^ (ш) (৮2) 


(iv) (+02) (9) (+z) (1+2) 


(vi) (+o) (x-4) 


17. দেখাও যে [+ 1 абвя х"-аң সহগ — E 
x ntm п-т 
F2" r2 
18. (L-a)"*^ বিস্তৃতির (m, n ধনাত্মক রাশি) x" ও 4"-এর ARI 


পর ্পর সমান। 

19. দেখাও যে (1--x)2^ বিস্তৃতির মধ্যপদের সহগ, (1+%)*""! 
বিস্তৃতির দুইটি মধ্যপদের সহগের যোগফলের সমান। 

20. wf (৮+৮)% বিস্তৃতির তৃতীয়, চতুর্থ, পঞ্চম পদের মানগুলি যথাক্রমে 
84, 280, 560 হয়, তাহ! হইলে x, b ও %-এর মান fada কর 1 

21. (x+ A" বিস্তৃতির যদি তৃতীয়, চতুর্থ, পঞ্চম পদ যথাক্রমে p, q, 7, 5 
হয়, ( যেখানে n অথণ্ড ধনসংখ্য! ) তাহা হইলে দেখাও যে, 


r*—qs 37 
22. fur উপপাদ্যের সাহায্যে (999)+-এর বিস্তৃতির 3 দশমিক স্থান 


পর্যন্ত মান নির্ণয় কর। 
23, aff Со, Сз» Caon afa (146 х)" fagfsa ছিপদ সহগ হয়, 


তাহা হইলে প্রমাণ কর CS, 
(i) Co-2C1* 3C, t... _ 1) + 10070. 


C, 2. 1 
n+l ntl 


C n 
Gi) c +6-...-+0-2) 


2^ 
(iii) Coa Ca Ct yiose "Vi 
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(i) С#—С,?+Сь„*—С›»?+...... +(—-1)'C,2=0. 


(0) CELEC Ca CC, Ti 2. + Сас. FI 


(vi) CoCg Fr C1Cs t7 Moz ET 
(vii) C4-2. Ca+3. Сз (0 


i es Caa С» n C, _n(n +1) 
(viii) eem e OE ED 


(ix) CoCa t C1C,-1 fCsCy-8 + „„«+С„С,= |2n 
[n [n 
24. Ч n বিজোড় সংখ্য! হয়, তাহ! হইলে প্রমাণ কর যে, 
EE 1 8895 1 реті 
Uhi Bh B est рег" In ` 
25. যদি (14-॥)" বিস্তৃতির পর পর চারিটি পদের সহগগুলি যথাক্রমে ৫, 
аз, аз, ৭4 হয়, তাহা হইলে দেখাও যে, 


টা 
а tag 25 tas а+аз 


26. যদি (1--x-x*) 2agtaixcaex?-4 ee +a x?" হয়া 
তাহা হইলে দেখাও যে 
(i) ৫০+৫।+৫০+745৮৯ 3” 
(ü) ау—-ау+ав—*+ае„=1 
27. দেখাও যে (Cot Ci Ca C? 
= 20+ PIC, + "СС, 


দশম অধ্যায় 
ভগ্নাংশ ৰা ধনাত্মক সূচকের দ্বিপদ উপপাদ্য 


(Binomial Theorem for Fractional 
or Negative Index) 


10.1. আমর! জানি, n যদি ধনাত্মক sete সংখ্যা হয়, sts] হইলে 
дана Dap AE АТ НАТЕ e 
T А 


E 
শনি +x" m (1) 
এই বিস্তৃতিতে (৮+-1)-তম (সাধারণ পদ ) পদের সহগ 
nici in-rED I LS iv 
lr 
(1+:)"-এর বিস্তৃতিতে মোট পদমংখ্যা (%+1)। এক্ষেত্রে শ্রেণীটি 
সমীম ( йоне )1 ইহার কারণ হইল সাধারণ পদে ”-এর মান যদি (৪+1) 
হয় (অর্থাৎ r=n +1 ) সাধারণ পদে এই সহগটি (নং 2) শূন্য হইবে অর্থাৎ 
শ্রেণীটি আপনা হইতে বন্ধ হইয়া যাইবে । অতএব বিস্তৃতিতে aca: স্থচক n 
অপেক্ষা বড় হইলে ইহার সহগ শূন্য হয় বলিয়া *-এর পর বিস্তৃতি শেষ হইবে। 
এখানে ৮-৮%+] হওয়ার ফলে শ্রেণী আপনা হইতেই বন্ধ হইয়া যায়। m 
একটি ধনাত্মক. অখণ্ড সংখ্যা হইলেই ইহা সম্ভব। কারণ? একটি ধনাত্মক 
অখণ্ড সংখ্যা হইবে | পদসংখ্যা কোন সময়ই ভগ্নাংশ বা খণাত্মক হইতে পারে 
ай! অতএব п ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা হইলে শ্রেণীটি সসীম এবং বিস্তৃতিতে 
(n +1) সংখ্যক পদ থাকিবে ॥ s ধনাত্মক অথণ্ড সংখ্যা বলিয়। n ধনাত্মক বা 
ভগ্নাংশ হয়, তাহ! হইলে সাধারণ পদের সহগ (নং 2) শূন্য হইবে না। অতএব 
хап ঘাত যতই বড় হউক a] কেন উহার সহগ কোন সময় TE হইবে না এবং 
শ্রেণীটি অসীম পৰ্যন্ত বিস্তৃত হইবে 1 
আমরা জানি, 
(14x)! 21"Cix "Cox? t” Cart Me" Cut ex 
ET. 1» inn _ De - 2) 


=1+' + 
u 


onn Do ++ TES EUN 
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এখন n=3 বসাও। 
ү. B=, 33= D, 24,,30-13-2) 3... 
(1+х)%= лты MEL dxvod x" + 


=1+3х+3х%+х% 

ইহার চতুর্থ পদের পর সব পদের সহগ ME | অবএব এই fagfecs এটি 
মাত্র পদ থাকিবে। 

আবার (3) নম্বরে n= —3 বসাও। 
(– 3)(—3—1) ә 

12 

S 4C3C3-903- au দাশ 

ইহার কোন পদের সহগ শূন্য হইবে না। অতএব শ্রেণীটি অসীম পর্বস্ত 
বিস্তৃত হইবে। 

আবার (3) নম্বরে ॥= 3% ante | 


1+ 791+ 50; ҮР 
(1+х) 1 


$.411,2,4,33$-D,s,836-0(-2), s ,...... 
(14 x) রনি 2 xt 13 x T 


ইহারও কোন পদের সহগ qu হইবে না। এক্ষেত্রে শ্রেণীটি অসীম পর্যন্ত 
বিস্তৃত হইবে | অতএব দেখা যাইতেছে যে, স্থচক যদি ধনাত্মক অথণ্ড সংখ্যা 
হয় তবেই শ্রেণী সসীম হইবে । আর বাকী সব fae বিস্তৃতিতে সাধারণতঃ 
শ্রেণী অসীম হইবে। সাধারণভাবে আমরা ধরিয়া লই যে, ছিপদ উপপাগ্যের 
বিস্তৃতি একটি অসীম শ্রেণী। একমাত্র ধনাত্মক অখণ্ড чыз সময় শ্রেণী 
সদীম হয়। 

অতএব far উপপাদ্যের বিস্তৃতি বলিতে আমরা বুঝিব 
5 1) 


2094৮7500০5 


(Ix) 214nx4T—77— 


সসীম শ্রেণী ও অসীম শ্রেণীর মধ্যে অনেক পার্থক্য আছে। সসীম শ্রেণী 
সবসময়ই ব্যবহার করা হয় কিন্তু অসীম শ্রেণী কেবলমাত্র অবস্থা বিশেষে ব'বহার 
করা হয়। 

এখন x= — x এবং n= – 2 [в | 


а-#-*#=1-Җ-+4+(=®—#-Ш-шз+... 


=1+2х+3х%+ 
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এক্ষেত্রে দ্বিপদ উপপাগ্টি সিদ্ধ হইল 1 
এখন (1--2)-2তে х=2 ante | 
(1-27?21422432?4--- oc পর্যন্ত 
বা, (-17?21422432*-t--- = [fg 
ইহার বামপক্ষ৮ডানপক্ষ। 
ইহা অসম্ভব | 
чуся দেখা যায় -এর মান 1 বা -1 হইলেও এই feno উপপাদ্য 
সিদ্ধ হয় না। অতএব আমরা এই সিদ্ধান্তে আসিতে পারি যে, xaa 
যে-কোন মানে দ্বিপদ উপপাগ্য সিদ্ধ হয় না । যদি —1<х<1 হয় তাহা 
হইলে যে-কোন স্চকের পক্ষে দ্বিপদ উপপাত্য সিদ্ধ হইবে। অতএব যদি 
[৮|<! হয় এবং п четче বা ভগ্নাংশ হয়, তাহা হইলে প্রমাণ করা যায় 
n(n— 1) সির Dn- 2) s 


*..... 


(1+х)%=1+пх+——„_— 


12 13 
n(n— 1(n-2)...(n— rA D + 4... est | 
৪ 
10.2. ` fag উপপাঁগ্ভের বিভিন্ন বিস্তৃতি š 
xfü n এবং х উভয়েই ধনাত্মক হয়, তাহা হইলে 
Mia n(n— 1) 24nn- Dns 2) s +... 
0) 042) natu E ক ডি Ys 
n(n — 1)...... (n-rD, v4... 
৮৯০৮০ S А ir ao 
ROSE PELLUS n(n — 1)Yn - 2) s ү... 
Q ü-2*'-1- 706 + 13 х + 
ক) পিজা 
iz 
3 а+у"=1—Лх 4n Dis 
(3) ( x) 1 12 
4 CD nn Dn) r7 Lory Ру 
[r 
Lata] a en а a. 
(4) (0-2) put 2 44 


4 mn int?) (n+r-1), k...... 
Ir 
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10.3. সাধারণ পদ (General Term) š 
(1) (+x) বিস্তৃতির (+1)-তম পদ হইল সাধারণ পদ। 
(n — 1)(n - 2)... sin r1), 
08৮648১৮444 асаа 
17 
(2) (1-%)"-এর বিস্তৃতির (r+ 1)-%3 পদ হইল সাধারণ পদ। 
ir n(n - 1)(х — 2)...... (n-r+1) r 
1 
(3) (1+ х)7"-ча (৮+1)-তম পদ সাধারণ পদ। 
=( D" n(n+1)(n+2) .. (п+7—1),» 
U 
(4) (1—2)7* বিস্তৃতির (y +1)-%3 পদ সাধারণ পদ | 
fen —_n(n+1)n+2)...... (n*r-D,v 
V 
আরও কয়েকটি প্রয়োজনীয় বিস্তৃতি ঃ 
(1) (1-4)-1৯ 11721448443 455555 Жар, 
সাধারণ পদ t, =" 


n" in 


у= 


ty+1 


এবং tu t2 Det 2er 


(4) (1—23)*21-4x--10x? +2028 + ui 
i (r+l)r+2)r+3) , 
T SEO S Xp 


...... 


= (o 2) +3) , 
еа 


উদ 1. নিয্ললিখিত রাশিগুলির বিস্তৃতি নির্ণয় কর এবং প্রতিশ্ষেত্রেই 
সাধারণ পদ নির্ণয় কর : 


এবং te 


| 
x 


G) 04-3 Gi) (+a) 
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0) (tatit peti 9৮488 8-2৮+৮ 


Ж, А]. 3 

-lt$5-8^ +165, nun 
এবং RUNE LL UGE 2) а EE (n-r*V,. 
ir 
০803-08-0৮ 
ЧЕГҮҮ ir (2—3). X 
spr Hpg 
(i) আমরা জানি, 


(1 +2)7-৮ 7 17877 ডট নি Mer DD e 


(14-2):35251—3x 4 ———— 


—1-3x-6x?-— 10x? 
এবং সাধারণ পদ £,+ 
i m (- 17 ЧЪН 2). (n r- D, 
+1 : 
=(- 1)" 38*0G*2..G*r-1,, 
Zr 


= ( =. 4)" Bas Bine, 


3(3+1 о _2(3+13+2) з 
2 13 


উদ, 2. а= == বিস্তৃতির »1০-এর সহগ নির্ণয় কর। 


এখানে Ls upan SË 
- x) 


(1 
= (1-а) 5 +x(1- 2)" 
xl 0ga সহগ= (| _4+)-১-এর বিস্তৃতির x19_ag সহগ 
T (1— x)-?-«8 বিস্তৃতির -এর সহগ। 


উদ. 3. (999)+-এর তিন দশমিক স্থান পর্যন্ত মান নির্ণয় কর। 
(999)$-(1900-1)8-10(1-:001)$ 
-210f1- 1c M- 3). 25 
10[1- 40001) + 2 (:001)° 


=10[(1 —0005)- 00001) — --. ] 
= 10(1 — :0003) = 10 — ‘0020 
= 9'9970 = 9997. 
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З. 4. নিয়লিখিত অসীম শ্রেণীটির যোগফল নির্ণয় কর : 


103.135 > 
l*titigtia]* e. 
21411, IED | 39 DO 2)» 
eme শ্রেণী ৮1755 i * d а. | 


“aü АКГ ЛУ es vs 
(s h 


প্রশ্মমালা 10 


1. নিয়লিখিত রাশিগুলির প্রথম চারিটি পদ পর্যন্ত বিস্তৃতি ও সাধারণ পদ 
নির্ণয় কর : 


(9 (+a)? G Qtt (и) Q-a? 
(৮) (1-34) (৮) (0429-7 | 
2. (14)-এর বিস্তৃতি নির্ণয় কর। 


3. (7273824457০) বিস্তৃতির x «m সহগ নির্ণয় কর। 
1 


docuit বিস্তৃতির £"-এর সহগ নির্ণয় কর। 
1. 
5. USES বিস্তৃতির সাধারণ পদ নির্ণয় কর। 


6. দেখাও যে (14+2)% বিস্তৃতির :”-এর সহগ 
7:47..3৮-9) (_ yes 
mue LIS à 


7. pe বিস্তুতির %০-এর সহগ নির্ণয় কর। 
8. (Lx) - x)? বিস্তৃতির x! 9-3 সহগ নির্ণয় কর। 
9. (1+x)%(1—x*)-2 বিস্তৃতির х?-‹4@ সহগ নির্ণয় কর | 


10. দেখাও যে, (1--x) бея সাধারণ পদ 


m(m t n)(m-- 2n) ...Ím + (r — Inl, 
Т.2304" EN 


11, (1-3х)% বিস্তৃতির প্রথম চারিটি পদ নির্ণয় কর। 


ভগ্নাংশ বা ধনাত্মক 75099 দ্বিপদ উপপাদ্য 123: 
12. (1- x)-* বিস্তৃতির (+1)-তম পদ নির্ণয় কর। 
13. (1+х+х° + — বিস্তৃতি নির্ণয় কর (যে পদে x? আছে. 
সেই পদ পৰ্যন্ত )। 
14. бачи উপপাদ্যের সাহায্যে নিম্নলিখিত রাশিগুলির মান নির্ণয় কর £ 
(i) ('999)+-এর 6 দশমিক স্থান পর্যন্ত। 


(8) (999)8-এর 3 দশমিক স্থান পর্যন্ত | 
(iin (1019-«3 9 দশমিক স্থান পর্যন্ত | 


(iv) (122)3- এর 4 দশমিক স্থান পর্যন্ত | 
15. দেখাও যে, ২/3- 1+12+58+862 ১০৪ 
নিত 
17. 8০1 T 
35,357 


1 
16. ৫+3)১-1-87 


18. A(48-1)73- gs ntm 
3-49 дз 257 
19. 48 1+2+28+4815* oc 


20. যোগফল নির্ণয় «2: 
$ 5I TU ras 


(i) 2-53 1332 |43* 
пона де: ае ИМ 


К T 
Gü) 1+@+ү5°6+123`°6 


2.1 254 7 98. ШЕ, 


(iii) 1+52+56 2i MES 


একাদশ অধ্যায় 
অসীম শ্রেণী (Infinite Series) 
11.1. অসীম শ্রেণী (Infinite Series) 2 
যদি কোন শ্রেণীর পদের সংখ্যা সীমাহীন (infinite) হয়, তাহা হইলে 
সেই শ্রেণীকে অসীম শ্রেণী (infinite series) বলে । কোন শ্রেণীর পদের 
সংখ্যা finite হইলে যোগফল নির্ণয় করা সম্ভব হয় এবং উহার মান সপীম 
(finite) হয়। কিন্তু পদের সংখ্য। যদি finite না হয়, তাহ] হইলে যোগফল 
finite নাও হইতে পারে এবং সবক্ষেত্রে উহাদের যোগফল নির্ণয় করা সম্ভব 
নাও হইতে পারে। কোন শ্রেণীর n সংখ্যা পদের যোগফল S, দ্বারা wfs 
করা হয়। . 
অসীম শ্রেণীটিকে Ug tUg +U; tUg еи. দ্বারা লেখা হয়। 
; : (1) 
এই শ্রেণীটির প্রথম পদ u, দ্বিতীয় পদ и, তৃতীয় পদ us, চতুর্থ 
* ua ইত্যাদি | 
:* плед পদ u, দ্বারা সুচিত কর! হয়। 
oc 


(1) নম্বরকে সংক্ষেপে A us বা Xu, CAA 93 | 
n= 


(1) নম্বর শ্রেণীটির প্রথম /-সংখ্যক পদের যোগফলকে S, দ্বার! স্থচিত করা 
э | 


(3) 1+а+а? +а+ palpene 

শ্রেণী দুইটি অসীম শ্রেণীর Фея | 

যদি কোন অসীম শ্রেণীর (infinite series) যোগফল নির্ণয় করা সম্ভব হয়, 
তাহা হইলে তখন п ক্রমশঃ অসীম পর্যন্ত বৃদ্ধি পায় (n— e) এবং যোগফলটি 
$,-এর সীমাস্ত মানের (limiting value) সমান হয়। অতএব xfj 5-এর 
কোন সসীম (finite) সীমান্ত মান থাকে, তাহা হইলে তখনই অসীম শ্রেণীর 
যোগফল নির্ণয় সম্ভব হইবে 1 
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একটি শ্রেণীকে অভিসারী (convergent) অসীম শ্রেণী বলা হয় যদি পদ- 
সংখ্যা n অসীম পর্যন্ত বৃদ্ধি পাইলে উহার প্রথম n সংখ্যক পদের যোগফল কোন: 
নির্দিষ্ট মান অতিক্রম না করে। 


এই শ্রেণীটি হইল অভিসারী অসীম শ্রেণী। কারণ ইহার যোগফল 2 অর্থাৎ, 
সসীম (finite) বলিয়া 2 শ্রেণীটি অভিসারী অসীম শ্রেণী। ইহাকে নিয়োক্তরূপে 
প্রকাশ করা যায়। 

যদি Lt S,—finite হয়, তাহা হইলে শ্রেণীটি অভিসারী অসীম শ্রেণী 


noc 


হয়। যখন একটি শ্রেণী অভিসারী হয় তখন Lt 5„= একটি নির্দিষ্ট মান 
ncc 


(S33), তাহা হইলে 5-কে অসীম শ্রেণীর যোগফল বলে। 

আবার একটি শ্রেণীকে অপমারী (divergent) অসীম শ্রেণী বলা হয় যদি 
কোন শ্রেণীর পদসংখ্যা п ক্রমশঃ অসীম পর্যন্ত বৃদ্ধি পাইলে 5॥-এর সীমান্ত 
মানও যদি অসীম হয়। এই শ্রেণীর যোগফল নির্ণয় করা সম্ভব নয়। 

যেমন 1+2+3+4+ ntes 

себ হইল অপসারী অপীম শ্রেণী, কারণ ইহার যোগফল = ( অসীম ) 1 
ইহাকে অন্তভাবে বলা যায় যদি Le S,=-+< বা — = হয়, তাহা হইলে 


пә = 

শ্রেণীটি অপদারী (divergent) হয়। 

আরও কতকগুলি শ্রেণী আছে যাহারা অপসারীও নয় এবং অভিসারীও, 
নয়। তাহাদের যোগফল বিভিন্ন সময় বিভিন্ন রকম হয় 1 সেই সব শ্রেণীগুলিকে, 
দোলায়মান (oscillatory) অসীম শ্রেণী বল! হয়। 

যেমন 1-11+1-11++ হইল oscillatory অসীম শ্রেণী। কারণ 
ইহার যোগফল একবার 0 আর একবার 1 হয়। 

পরীক্ষা ঃ মনে কর, কোন অসীম শ্রেণীর (/+1)-তম পদ ও %-তম, 


পদের অনুপাত হইল ada 


এখন ка সীমান্ত মান যদি K হয় যখন пос, তাহা হইলে 


(9 যদি |К|<1 হয়, তাহা হইলে শ্রেণীটি অভিমারী হয়; 
(i) যদি 171১1 হয়, তাহ! হইলে শ্রেণীটি অপসারী হয়; 
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Gü) যদি |К|=1 হয়. তাহ! হইলে শ্রেণীটি অভিসারী কি অপসারী তাহা 
নির্ণয় কর! সম্ভব হয় না। 
এখানে |К| বলিতে К-а ধনাত্মক 4| খণাত্মক চিহ্ন ছাড়া মান বুঝায়, 
অর্থাৎ K| বলিতে K-43 absolute মান বুঝায় । 
112. অসীম গুণোত্তর শ্রেণীর যোগফল (Sum of an infinite 
.series in G. P.) š 
n পদবিশিষ্ট গুণোত্তর শ্রেণীর যোগফল হইল 
S,7a-ar-rar? + ar? +а E ar"! 
= ° 
=4@"-1) 
৮) 
এখন সাধারণ অন্ছপাঁত ॥-এর সাংখ্যমান <! হইলে %-এর মান Ww বাড়িবে 
তখন 7*-এর সাংখ্যমান তত কমিবে। অতএব ॥-এর মান যত অশীমভাবে 
বড় হইবে /*-এর সাংখ্যমান তত ক্রমশঃ অসীমভাবে ছোট হইবে অর্থাৎ n 


чайга বাড়ার সাথে সাথে em মান ক্রমশঃ অসীমভাবে ছোট হইবে | 
॥-এর মান ЧА হইলে এবং rcl হইলে 


S =a +ar+ar? Te +а"-1а4(1—0)__а_ 
l-r l-r 


(ii) 


অর্থাৎ a+ar+ar2 +***০০ পর্যন্ত эры 


অতএব যদি — l«r«1em ॥-2 হয়, তাহা হইলে 


এখন এই যোগফলকে 5, দ্বারা স্থচিত করা হইলে 5 M হইবে। 
2.1. 1 +++ «ec পর্যন্ত শ্রেণীটির যোগফল নির্ণয় কর। 


এখানে a=], 7=4<1 


- аалы а 
„ gei tran U: 2 
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З. 2. নিম্নের শ্রেণীটির যোগফল নির্ণয় কর : 


2:35:85 
dois. pee | 


E Rie. 


2.95, 3 25,5 , 1, 13 
75'24*25 24^ A ms 


113. আৰৃত্ত দশমিক (Recurring Decimal) š 
"tae দশমিক একটি অসীম cries শ্রেণী। 
যেমন, 11111" = পৰ্যন্ত 
= 14-701 + 001+0001+ -= % 
- 0+ 100 00t 1000 * 
ইহা একটি অসীম গুণোত্তর শ্রেণী। ইহার প্রথম পদ 76, সাধারণ 
অন্গপাত r= 10. 
মন্তব্য ? অসীম গুণোত্তর শ্রেণীর যোগফল যে প্রণালীতে করা হয়, 
তাহার সাহায্যে আবৃত্ত দশমিককে ভগ্নাংশে প্রকাশ করা WIS I 
যেমন '193-কে ভগ্নাংশে প্রকাশ কর। 
-198-'123232323.০ #49 1 
="'1+ 0234+'00023 + ::: = 


1.23.23 
"109 10 7 


1788০ 


1, 23 23 ৯ 154 
710 1000% (1-0) 


23 1 1, 23994523122. 61 


1000 03,710 990 990 990 495 
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প্রশ্নমালা 11 
নিম্নলিখিত শ্রেণীগুলির অসীম পর্যন্ত (০০):যোগফল নির্ণয় কর ১ 
নু кы EL 
1. 11781354887 
TEE 
2s loytg yi 
А Оо P ta dos 
з. SH gst К" 
lees 8:38 
০৮৮ 
5. (V5*2)--1-(V5-2) ne 
6. 74 V424 64---- 
7. l3x-5x?-M7x9-eeee(-1€x«l) 
в. pratiti 
চা 135 
Io lots 4812 
141,1471 
10. 1+4+ а" 
11:25 1 TED x 
H. M$t*olito4827* 
P2 IS DES 8৭ 
12 1435 tat 


13. (241-14 (V2-1)4 9н 
1 1-44:131-1351 405 


243° 2463 
নিয়লিখিতগুলিকে ভগ্রাংশে পরিণত কর : 
15. 346 16, `Š 17. 


18. 15 19. 051 
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YTAN অধ্যায় 
লগারিদম্‌ ( Logarithm ) 
121. aff а= M(a>0, ৪৯1) হয়, তাহ হইলে সূচক хс 


M-এর লগারিদম্‌ বলা! হয় যাহার নিধান ( base) a š 
ইহাকে ইংরাজীতে বলা হয় х is the logarithm of M to base a 1 


সংক্ষেপে ইহাকে বলা হয় x—log M. 
যেমন 2১-৪ 2. 3=logs8 
42 216 .. 2-log,16 
55-625 s. 4-105625 


এখানে দেখা যাইতেছে যে-কোন সংখ্যাকে নিধান ধর! যাইতে পারে । 
নিধান যদি 10 হয় তখন সেই লগারিদমূকে সাধারণ লগারিদমূ বলে। কোন 
সময় যদি নিধানের উল্লেখ না থাকে তখন ধরিয়া লইতে হইবে যে, নিধান 10 
আছে। যেমন log 5 বলিতে আমর! বুঝি 5243 logarithm যাহার নিধান 
10 অর্থাৎ log 5-কে আমরা লিখিতে পারি logi o5. 

আবার logio 45, 10810 105, 10810 10005 ইত্যাদিকে লিখিতে 


পারি যথাক্রমে log 45, log 105, log 10005. 


বিশেষ ক্ষেত্র (Particular Case) % 
যেহেতু, a -1 7. 0=108,1 
2921 s. O=log,1 
2925]. ০৮১02160781 
এখানে দেখা যাইতেছে যে 0 ছাড়া যে-কোন নিধান হইলে 1-এর 
লগারিদম্‌ 0 হইবে। J 
আবার al=a .. l=loga° 
এখানে দেখা যাইতেছে সংখ্যা ও নিধান এক হইলে সেই সংখ্যার 
লগারিদম্‌ 1 হইবে। 
12.2. সাধারণ লগার্রিদম্‌ (Common Logarithm) š 
যেহেতু 10! 210 ,', 121og; 010 .'. log 1021 
10? =100 2, 2210819100 ,'. log 10022 
103 = 1000 ^. 35198191090 .'. log 100023 


বী--৯ 
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আবার, 
1071=-%5=`1 S. -1-9logiol — .log'l-—1 
10-224,252:00 ~ -2-1logio 01 .'. 108 '01= -2 
10- = 155='001 .'. - 3=10810°001 .', log '001— —3 


ইত্যাদি। 
12.3, লগারিদমের নিয়মাবলী (Laws of Logarithm) $ 
1. log.(M x N)-log, M-Flog.N 


2. log (24) log, M—log,N 


3. log (M)N = N log, M 
(1) মনে কর, loga (MX N)= x 

*. log, M =}, log,N =z 

JS. a —(MXxXN),a'—-M,a*-N 
এখন, а= M x N =a" Xa* -a"** 


x=y+z 
বা, loga (M x N)=log, M--log, N. 
মন্তব্য £ log, (MX N X P) -log, М +log, N 41085 P. 


(2) মনে কর, log, (= log; М=у, loga N= z, 
оь МОТО 
^e а= (0). а= М, a =N 
у 
এখন, а= == — 


х=у-2 


q 


= 


Ч (М) log, M - log,N. 


(MXN) 
(PxQ) 


= (log, М + log, N) ~ (log, P --log,Q'. 


š 


log, 


zlog.( M x Nj- log,(PxQ) 
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(3) মনে কর, log, (M) =x, log. (M)e v 
এখন, а= (M) = (a) N 


^. ZN. yp বা, log (М) = N. log; M. 


নিধানের পরিবর্তন (Change of base) š 
(1 19874719884 Х1од„° 
অনে ы log, M—x, log, M= p, DEE =z 
а= M, bv = M, а? 
= M=b" =(a*)" 
৫০০:৫৮৪ 


x-yz বা, logaM=log,M x loga? 


অন্তব্য $ loga М =106. M xlog,"-0$ М=а ব্সাও। 
*.. loga? —log;* X loga” 
s «má জানি, log," =1 
log;? X loga? =1 


be $ 
loga চি 


12.4. আ্যান্টিলগারিদম্‌ (Antilogarithm) š 
xfi a* — M(a»0, #1) হয়, তাহ! হইলে х-с® M-এর logarithm 


বলা হয় যাহার base a অর্থাৎ x= logo হয় 
বিপরীতক্রমে -কে বলা হয় х-чй antilogarithm, সংক্ষেপে antilog 


বলা হয়। 
এখন 10*210000 .'. 4-1og,9010000 বা, 4-1og 10000 
antilog 4= 10000 
мыл alt up +7 q 
আবার 10 1000 001 и. = 3= 106 '001 


antilog - 3 = "001, 
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এখন দেখা যাইতেছে যে, কোন সংখ্যার antilogarithm এমন একটি 
КАЛ যাহার লগারিদম্‌ হয় সেই সংখ্যা। যেমন 4-43 antilogarithm 
10900 এবং আবার 10000-এর লগারিদম্‌ 4 | 
antilog х বলিতে এমন একটি সংখ্যা М-сә বুঝায় যাহার 
লগারিদম্‌ হয় -এর সমান। 


12.5, পূর্ণক ও অংশক (Characteristic and Mantissa) : 

কোন সংখ্যার লগারিদূমে দুইটি অংশ থাকে £ (i) একটি পূর্ণ অংশ যাহাকে 
বলা হয় পূর্ণক (characteristic) | 

Gü) অপরটি দশমিক অংশ বা ভগ্নাংশ যাহাকে বলা হয় অংশক 
(mantissa) | 

কোন কোন ক্ষেত্রে পূর্ণক 0 হইতে পারে বা অংশক 0 হইতে পারে | 

যেমন log 1000024 4:0—4024 
এবং log 4=0+'6021. 

log table-এর সাহায্যে অংশক নির্ণয় করিতে হয়। 

কোন সংখ্যার লগারিদম্‌ এমন ভাবে প্রকাশ করা হয় যেন উহার অংশক 
AURAR ধনাত্মক হয়। মনে কর, কোন সংখ্যার লগারিদম্‌ – 2:5094 1 
এখানে পূর্ণক —2 এবং অংশক — 5094 | যেহেতু অংশককে সর্বদাই ধনাত্মক 
হইতে হইবে সেই কারণে এই খণাত্মক অংশকে ধনাত্মক অংশে পরিণত করিতে 
হইবে। 

—2:50942 ~ 2 —'5094 
= -241-1-:50942 —3+1—°5094 
= – 3+'4906 = 3:9406 

এখানে পূর্ণক' — 3 হইল «dors এবং অংশক qnare | পূর্ণকের খ্রণাত্মাক 
Бест '-' উহার বামদিকে না বসাইয়া এ চিহ্নকে উহার উপরে বসান হয় 
এবং উহাকে ‘বার’ হিসাবে পড়া ex 1 


spin ও অংশক নির্ণয় ঃ 


পূর্ণক feu: 1 অপেক্ষা বড় সংখ্যার লগারিদমের পূর্ণক ধনাত্মক 
‚ হুইবে এবং সংখ্যাটির পূর্ণ অংশে যতগুলি অঙ্ক থাকিবে পূর্ণক তাহা wore 
1 কম হুইবে। 
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যেমন, log 2461 এর পূর্ণক 3 
log 2461 এর পূর্ণক 2 
log 24'61 এর পূর্ণক 1 
log 2:461 এর পূর্ণক 0 


আবার 1 অপেক্ষা ছোট কোন ধনাত্মক সংখ্যার লগারিদমের পূর্ণক খণাত্মক 
হইবে এবং দশমিক বিন্দুর ঠিক পরে যতগুলি 0 বারি তাহা অপেক্ষা একটি 
সংখ্য! বেশী হইবে। যেমন, 
log '2461 এর পূর্ণক —1 
log "02461 এর = — 2 ইত্যাদি | 


অংশক নিৰ্ণয় s লগারিদম্‌ তালিকা হইতে অংশক নির্ণয় করিতে হয়। 
বই-এর শেষে 4 অঙ্কের ও 5 অঙ্কের দুইটি তালিকা দেওয়া থাকে এবং 
antilogarithm-এরও তালিকা দেওয়া থাকে | logarithm তালিক। হইতে 
4 অঙ্ক বা তার চেয়ে কম অঙ্কবিশিষ্ট সংখ্যাগুলির সাধারণ logarithm-এর 
অংশক পাওয়া যায়। তালিকায় একমাত্র logarithm-43 অংশকে দশমিক 
বিন্দুটি দেওয়া থাকে না। দশমিক বিন্দুটিকে আমাদের বসাইয়! লইতে হয়। 

যে সংখ্যার লগারিদ্‌ম্‌ প্রয়োজন তাহার প্রথম দুইটি অঙ্ক তালিকার বামদিক 
হইতে পাওয়া যায়। তারপর ডানদিকের স্তম্ভের মাথায় 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 
7, 8, 9 অঙ্কগুলি লেখা আছে। ইহা হইতে যে সংখ্যার লগারিদম্‌ প্রয়োজন 
তাহার তৃতীয় чїй লইতে হয়। আর চতুর্থ чт লইতে হয় সর্বডানে 
Mean difference-sa প্রদত্ত সংখ্যা হইতে । লগতালিকার সাহায্যে 
সাধারণ লগারিদম্‌ নির্ণয় করার পদ্ধতি বিভিন্ন উদ্দাহরণের মাধ্যমে দেখানো 
হইল। 

উদ. 1. (0) log 2461= 3 + 3911 =3'3911 

( পূর্ণক ) ( অংশক ) 

এখানে চারিটি পূর্ণসংখা। বলিয়া পূর্ণক হুইল 3| অংশক বাহির করিবার 
সময় প্রথমে সর্ববামের wg হইতে 24'কে দেখা হইল এবং 24-এর সারির 
সংখ্যাগুলির যেটি 6 স্তম্ভে আছে তাহা নির্ণয় করা হইল এবং সংখ্যাটি হইল 
39091 ইহার পর 1-এর Mean diff. (গড় чт) লওয়া হইল 21 এই 
ছুইটি সংখ্যাকে যোগ করা হইল । 
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(ü) log2461= 2 + 1391] ল 23911 
( পূর্ণক ) ( অংশক ) 
(i) 108 2461= 1 + '3911=13911 
(পূর্ণক ) ( অংশক ) 
(৮) log 2:461= 0 + 39112 3911 
( পূর্ণক ) ( অংশক ) 
(৮) log `2461= 13911753911 
(vi) 108 '02461= —2-+`3911 = 23911 ইত্যাদি | 
এখানে দেখা যাইতেছে যে, যে সকল সংখ্যা একই অঙ্ক ছারা গঠিত এবং 
сероби যদি একই ক্রমে সাজানো থাকে সেই সকল সংখ্যার logarithm-এর 
অংশক একই হইবে । অর্থাৎ অংশক দশমিক বিন্দুর অবস্থানের উপর নির্ভর 
করে না। | 
Wwi 2. log 4856-43 মান কত ? 
পূর্ণক-2 
অংশক- 6862 
“Лор 4856 = 26862 
Antilogarithm তালিকা হইতে antilog নির্ণয় $ 
Antilogarithm তালিকা! হইতে প্রথমে প্রদত্ত লগারিদমের অনুরূপ রাশি 
নির্ণয় করিতে হয় এবং ইহার পর পূর্ণক অনুসারে দশদিক বিন্দুর অবস্থান নির্ণয় 
করা হয়। 
উদ, 3. Antilog 12461-এর মান নির্ণয় কর। 
antilog 246 = 1762 
1-এর গড় অস্তর= 0 
1762 
এখানে যেহেতু পূর্ণক 1 .'. নির্ণেয় ялау = 17`62 
antilog = 1°2461= 17:62. 
9. 4. - 2464-43 antilog নির্ণয় কর। 
—'2464= —1--1- 2464 


= -1+'7536= i 7536 


লগারিদম্‌ 


antilog +753- 5662 
6-এর গড় অন্তর- 8 
5670 
.. antilog - '2464= 5670. 
зе. 5. নিধান যদি 2/8 হয়, তাহা হইলে 512-48 লগারিদম্‌ কত 


হইবে? 
মনে কর, я সংখ্যা 
^ (8242)72512-64x8-2^x 2" 


—26 x (v2)8 = (2 J2)5 
x=6. 


Sql. 6. log table-& সাহায্যে (1:04)১০-এর মান নির্ণয় কর। 


মনে কর? x-(104)*9 
log x log (104)*? 
= 30 x log (1:04) = 30 x (04-0170) 
= 30 X ‘0170 = 5100 
=log 3:236 (Antilog-«43 সাহাষ্যে) 


*. log z=log 3236 
х=3'236 

. (104):9 =3'236. 

Vals SE үр 


উদা. 7. log table-44 সাহায্যে 76458 x 50186 


কর। 
3/4165 X 4/8264 

মনে কর, х= 36438 070186 

(4165) x (8264) 

(6438)! x 00186) 

-log (4165) + log (8264) — log (6438, 

=} log '4165 +} log 8264-3 log 6438 — } log 0186 


-]x(- 14-6196) - Y 7 1+'9172) — X — 1 +8087) 
-৯১(-2+ 2695) 


log x=log 
—log (0186)! 
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= —1(3804)— }(0828)+ 1'1913)+4(1`7305) 
= —'1268 —`0165 +`0697-+`2163 
= 2860—`1433=`1427 

log х=`1427 


বা, log x=log 1:374 ( antilog-«« সাহায্যে ) 


x=1'374 
1/4165 X 5/8264 


376438 5/0186 7 37 


Wwi.8. দেখাও যে, log 18-2 log 54-108 224 = log 2 
atat = log 75—Llog 16 - (2 log 5—2 log 9) 


+(log 32— log 243) 


—]log (3x5?)- log s 2 log 5 + 4 log 34-log 2^ 
-log 35 


=log 3--21og 5—41ов 2—2 log 5+4 log 3 
+5 log 2-5 log 3 


=log 2. 


gl. 9. সমাধান কর £ 32912525? 


log 322-1 =log 5%+2 


বা, (2x—1) log 3=(x+2) log 5 

বা, 2xlog 3—1og3-x log 5+2 log 5 

al, 2x log 3—x log 5=log 3+2 log 5 

বা, x(2 log 3- log 5)=log 3+2 log 5 
108 3--21og 5 2x `6990 + 4771 _ 18751. 7. 
721og3-log5 2x 4771—'6990 '2552 ৮০ 

প্রশ্মমালা 12 
1. প্ৰমাণ কর £ 


(i) 71og 1$--51og 21 31098 $} =log 2 
(i) log 3 -log 1$-2 log 84198 зү =1ор 3 
(ii) -7 log 3$ —21og $2 --31og $1 =log 2 


| 
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(iv) log 2--16 log 184+12 log $4+7 log $$=1 
(৮) 10209)" + (log 855 + (log $5)? =108 2 
(vi) log 351—2 log $ +3 log # +3 log {= 


РЕТТИ 01 
=X grs M ud uar к... ITE a 
NS বু 2 


(viii) log," ৮1০৫০৮৮1০৫০] 


(ix) „108 y —log zx log z - log z x zlog x —log 9০] | 


2. নিম্নলিখিত রাঁশিগুলির লগারিদম্‌ নির্ণয় কর £ 
(9 1728 যাহার নিধান 2/3 
(ii). 216 যাহার নিধান 6 
(ш) 2 যাহার নিধান 16 
(iv) 400 যাহার নিধান 2 ২/5। 
3. 4/1256 এর মান নির্ণয় কর। 
4. যদি log 2= "3010300, log 3 ="4771213 হয়, 
G) leg'0045 (ë) log (45)? এর মান নির্ণয় কর। 
5. যদি x=log yg 36 হয়, -এর মান কত? 


6. মান নির্ণয় কর ঃ 

() 8176x1364 Gi) 7406x8931x2124 
68) নার (ü) (36217! 

9 ১4১০১ (vi) (45:37)! x (7692)* 
(ix) 30((14-035)!5 – 1) (x) PAS 802x J261 


š ‘01224 x '567 е ш 
৮৮ 


СК, Т 
শে) л 
7. যদি log (x25?) =m, log (5) =п হয়, তাহ! হইলে log x ও 
log "এর মান (in terms of m and n) নির্ণয় কর। 


138 বীজগণিত 


8, যদি 108 Er dy оез হয়, তাহা হইলে দেখাও যে 
y-z 2-х x-y» 


(2 ху2=1 (ii) x" және], 
9. যদি a9-*"b5* = "+5৪" হ্য়, তাহা হইলে দেখাও CX 
` x log (2)=log æ 
10. যদি ea офате паат) сав 2 ©) হয়, তাহা হইলে 
দেখাও যে b^ c^ = сд" ০27০, 
11. যদি а= xy2"l,b=xyq"7l, c= xy" হয়, তাহা হইলে 
দেখাও যে (q — r) log а+(т—р) log b+ (p— 4) log c=0. 
12. যদি log (a--b --c)-1og a--log b--log c হয়, তাহা হইলে & 
দেখাও যে 
log la а + ipis jas -log e à 108га н cu 
13. যদি কোন গুণোত্তর শ্রেণীর /-তম পদ, এ-তম পদ, ৮-তম পদ 
যথাক্রমে a, b, c হয়, তাহ! হইলে দেখাও যে 
(q - ) log a+(r—p) log b +(p— q) log c=0. 


14. সমাধান কর £ 
(i) :22-৮024 = 255038, (й) 223% =100. 
(Gi) 65-&245+5 8, Qv) (1+ х)19= 6900 
15. log 2 = 3010300, log 3= '4771213 দেওয়া আছে; 
2223" 


£,35:3০-)]কে সমাধান কর। 
16. যদি log 8=`9030900, log 6="7781513 হয়, (i) log 125 
এবং (ü) log 75-এর মান নির্ণয় কর। 
17. যদি log (x*y?) = m, log (৫) = n হয়, তাহা! হইলে দেখাও cx 
“жЕтЕ, 7০187 4. 
18. যদি x, y, z গুণোত্তর শ্রেণীতে থাকে, তাহা হইলে দেখাও যে loga”, 
loga”, log, সমাস্তর শ্রেণীতে আছে। 


19. দেখাও a loge, log b log; == 


ত্রয়োদশ অধ্যায় 


Б সুদ 


(Compound Interest) 
131. mew (Simple Interest) * 
সরল সুদ কেবলমাত্র প্রথমে যে মূলধন থাকে তাহার উপর হিসাব করা 
হয়। এখানে প্রতি বৎসর কেবলমাত্র আসলের উপর স্থদ হিসাব করা হয়। 
মনে কর, 2-মূলধন 
п = বৎসরের সংখ্যা 
{= একক মূলধনের একক বৎসরের ЧИ 


=т (দের হার বাধিক 1% ) 


A=" বৎসরের Р-4% সবুদ্ধিমূল 1 
a ()- Рп 2 
^ А=#Р+Ї=Р+ TOS -р1+15): 


132. চক্ৰৰৃদ্ধি সুদ (Compound Interest) š 

চত্রবৃদ্ধি স্থদের ক্ষেত্রে 909 আসলের সহিত যোগ কর! হয়। এই স্থদ- 
aaa উপর পরবর্তী সময়ের জন্ত আবার WT পাওয়া যায়। এইভাবে 
নির্দিষ্ট সময় অন্তে দেয় সুদ আসলের সহিত যুক্ত হইয়া! মূলধনে পরিণত হয় এবং 
এই qw হইতে আবার স্থদ পাওয়া যায়। নে নির্দিষ্ট সময় অস্তে স্থদ প্রাপ্য হয় 
তাহাকে সুদের পর্ব বলা হয়। aw বৎসরান্তে দেয় (Payable yearly) 
হইতে পারে, 6 মাস অন্তে দেয় হইতে পারে, 3 মাস অস্তে দেয় হইতে পারে; 
মাসিক অন্তে দেয় হইতে পারে ইত্যাদি | নির্দিষ্ট ভাবে কোন কিছুর উল্লেখ না 
থাকিলে че এক বৎসরান্তে দেয় ইহাই ধরিতে হয় | আসল এবং ইহার কোন 
নির্দিষ্ট সময়ের চক্রবৃদ্ধি সুদের যোগফলকে সমূল চক্রবৃদ্ধি বা সবৃদ্ধিমূল বা T- 
আসল (Amount) বলে | 
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133. চক্ররৃদ্ধি সুদ নির্ণয়ের সুত্রঃ 
মনে কর P = আসল বা মূলধন 
А =з ҷа 41 সমূল চক্রবৃদ্ধি «| স্থদ-আসল। 
п= বৎসরের সংখ্য। বা স্থদ-পর্বের সংখ্য। 


{=ч যুলধনের 1 বৎসর বা] স্থদ-পর্বের 317 ту. 


সুদের সময় স্থুদ-আসল 41 সমূল চত্রবৃদ্ধি (А) 
G) বাৎসরিক দেয় () A=P1+i" 
(i) amas দেয় (9) A- Pei 
(98) ত্রৈমাসিক দেয় Gi А-Р(ї+] 
(iv) মাসিক দেয় (iv) a-rit) ^ 


অতএব, চক্রবৃদ্ধি সুদ (Compound Interest) C.I.= A - P. 
"o3 (Depreciation) $ 
মনে কর, P = আদল (Principal 41 Original Value) 
i= অবচয়ের হার (Rate per unit) 
n= বৎসরের সংখ্যা (Number of years) 
А = সর্বশেষ ধাতুমূল্য। 
A-P(ü-i)" 
Depreciation = Р - А. 
উদ. 1. বাধিক 3% চক্রবৃদ্ধি হার হুদে 4 বৎসরের 7646 টাকার সবৃদ্ধি- 
মুল কত হইবে নির্ণয় কর এবং চক্রবুদ্ধি mura পরিমাণ নির্ণয় কর। 
এখানে P= 7646 টাকা 
A=? 
i=3% = туу= 03 
n=4 বৎসর 
qaa জানি, A=P(1+i)" 


বা, A=7646(1+'03)* 
বা, А=7646х(1'03)* 
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log A = log (7646 x (1:03)*) 
=log 7646 4-4 log 103 
= 3'8834 + 4 x 0128 
= 38834 + '0512 
= 39346 
= log 8602 (antilog-« সাহায্যে) 
ё'. A-8602 
"зача (А) = 8602 টাকা 
এবং চক্রবৃদ্ধি স্থদ (C.1.) = A — P= 8602—7646 
= 956 tF] 1 
Wwi. 2. বৎসরাস্তে দেয় চক্রবৃদ্ধিতে 6,345 টাকা 7 বৎসরে R- 
আমলে 7,288 টাকা হইলে সুদের হার নির্ণয় কর। 


আমরা জানি, A= P(1 + i)" 

বা, 7288 =6345(1 +1)" 

বাঃ log 7288 = log 6345+7 log (1 +i) 
বা, 3'8626= 3'8024 + 7 log (1+2) 

al, 7 log (1+1) = 38626 x 3'8024 

41, 7 log (1+:)=`0602 


বা, log (140 = 99. 0986 
বা, log (1+i)=log 1020 ( antilog-«&3 সাহায্যে ) 
1+1=1°020 


i= 1`020—1=`020 
02:0০ T M 
7100 2% a i i! 
S. নির্ণেয় সুদের sta=2% (বাধিক )। 


881. 3. “একটি যন্ত্রের অবচয় হয় ক্রমহাসমান পদ্ধতিতে উহার বর্ধারস্তের" 
মূল্যের 10%1 wa প্রাথমিক মূল্য 5810 টাকা এবং সর্বশেষ ধাতুমূল্য 
2250 টাকা হইলে чаба কার্যকাল নির্ণয় কর। 
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আমরা জানি, А = 2001 

বা, 2250- 5810(1- x - 19)" 

বা, 2250=5810(1- 1)" 

বা, 225=581(9)" 

বা, log 225-—1og 581--n log `9 

বা, 23522-2:7642--nlog '9 

বা, 2'3522-2:7642=n(- 1+'9542) 
а, -'4120= -nx'0458 

‚ а, `4120=пх`0458 


А ne 2120 09 Tum (আনয় )। 


মন্তব্যঃ n (বৎসর) বাহির করিবার সময় antilogess প্রয়োজন 


প্রশ্নমালা 13 
1. বাধিক 41% চক্রবৃদ্ধি হার সুদে 12 বৎসর "Cw দেয় 1000 টাকার 
বর্তমান মূল্য নির্ণয় কর। 
2. afas 5% চক্রবৃদ্ধি হার সুদে 4 বৎসরে 1000 টাকার man কত 
হইবে নির্ণয় কর এবং চক্রবৃদ্ধিস্থদের হার নির্ণয় কর। 
3. эй 6 মাস অস্তে দেয় হইলে বাধিক 6% চক্রবুদ্ধি হারে 6000 টাকার 
3 বমরের চক্রবুদ্ধি WW কত হইবে? 
4. বাধিক 5% চক্রবৃদ্ধি সুদে 3 মাস অস্তে দেয় 4 বৎসরের জন্য 50 টাকা 
রাখা হইল। চক্রবৃদ্ধি সুদ নির্ণয় কর। 
5. апт দেয় চক্রবৃদ্ধিতে বাধিক স্থদের হার কত হইলে কিছু টাকা 
17 বৎসরে তাহার দ্বিগুণ হইবে? 
6. বাধিক 4% চক্ৰবৃদ্ধি হার সুদে কত টাকা 18 বৎসরে স্থদে-আসলে 
10,000 টাকা হইবে? 
1. বাধিক 4% Баа হার হুদে সীমা কি পরিমাণ টাক! নিয়োগ 
করিলে 4 বংসর পরে 4000 টাকা পাইবে? 
в. বাধিক 5% হারে 1,60,000 টাকার 2 বৎসরের চক্রবৃদ্ধি নির্ণয় কর। 
9. প্রথম বৎসরে qun হার 2%, দ্বিতীয় বৎসরে 3% এবং তৃতীয় বৎসরে 
4% হইলে 2,000 টাকার 3 বৎসরের চক্রবুদ্ধি কত হইবে ? 
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10. বাধিক 5% হারে কত টাকার 2 বৎসরের яча раба 441 টাকা! 
হুইবে? 

11. "€ টাকার 10% হারে 1 বৎসর 6 
মাসের চক্রবৃদ্ধি নির্ণয় কর। 

12. বাঁধিক 63% চক্রবুদ্ধি হারে 1500 টাকার 14 বৎসরের চক্রবৃদ্ধি সুদ 
কত হইবে? 

13. সুদ 6 মাস পরে দেয় হইলে বাধিক 439], চক্রবুদ্ধি হারে কত বৎসরে 
কিছু টাকা তাহার দ্বিগুণ হইবে ? 

14. বাধিক 5%, চক্রবৃদ্ধি হার wor 1000 টাকার 20 বৎসরে চক্রবৃদ্ধি 
সুদ কত হইবে? 

15. সুদ 6 মাস অন্তর দেয় হইলে এবং প্রথম বৎসরে সুদের হার বাঁধিক 
5% এবং দ্বিতীয় বৎসরে বাধিক 6% হইলে 8000 টাকার 2 বৎসরের চত্রবুদ্ধি 
সুদ নির্ণয় কর। 

16. সুদ 6 মাস অস্তে দেয় হইলে এবং বাঁধিক 5% চক্রবৃদ্ধি হার সুদে 
কত টাক! 2 বৎসরে স্থদে-আসলে 140160 টাকা হইবে? 

17. প্রতি বৎসর কত হার su (চক্রবৃদ্ধি হার সুদে ) কিছু "ed 25 
বৎসরে তিনগুণ হইবে? ° 

18. 5% চক্রবুদ্ধি হার সুদে কত সময়ে 1,600 টাকার aya চক্রবৃদ্ধি 
1764 টাকা হইবে? 

19. সুদ 6 মাস অস্তে দেয় হইলে বাধিক 6% চক্রবৃদ্ধি হারে 6000 টাকার 
З বৎসরের Баа কত হইবে ? 

20. чїй পূর্ব শিবপুর গ্রামের লোকসংখ্যা প্রতিবংসর এ বৎসরের 
গোড়াতে cx লোকসংখ্যা ছিল তাহার 18% বৃদ্ধি পায়, তাহা হইলে কত 
বৎসরে লোকসংখ্যা প্রাথমিক লোকসংখ্যার 30% বৃদ্ধি পাইবে? 

21. একটি যন্ত্রের অবচয় (Depreciation) হয় উহার বর্ষারভের মূল্যের 
10% 1 উহার প্রাথমিক মূল্য ছিল 10,000 টাকা এবং শেষপর্যন্ত ধাতুমূজ্য 
হিসাবে পাওয়া গেল 3750 টাকা чї কতদিন ব্যবহার করা হইয়াছিল? 

22. কোন যস্ত্রের অবচয়ের 99 প্রতি বৎসর পূর্ব বৎসরের মূল্যের 10% 
বাদ দেওয়া হয় এবং 4 বৎসরের শেষে waa ধাতুমূলা 1,31,220 টাকা হইলে 
qafa প্রাথমিক মূল্য কত? 


চতুর্দশ অধ্যায় 
বার্ষিকী а বাধিক বৃত্তি 


( Annuities ) 


14.1. যদি কোন শর্তে একই সময় পরপর একই পরিমাণ অর্থ পাওয়া! 
যায়, তাহা হইলে ওঁ অর্থকে WARN বা বাৰিক বৃত্তি বলে। 

সাধারণতঃ এক বৎসর পর পর টাকা দেওয়া হয়। কখনও কখনও 6 মাস, 
3 মাস বা 1 মাস পর পরও টাকা দেওয়া হয়। যদি প্রতি বদর A টাক! 
দেওয়] হয়, তাহ! হইলে এ বাধিকীকে A টাকার বাঁধিকী বলা হয়। 
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(Divisions of Annuity) 

(a) নিদিষ্ট সময় পর্যন্ত দেয় AtA (Annuity Certain)? যদি 
বাধিকীর টাক! নির্দিষ্ট কয়েক বৎসর ceal হয়, Stal হইলে এ বামিকীকে 
নির্দিষ্ট সময় পর্যন্ত দেয় বাষিকী 491 হয়। 

(D চিরস্থায়ী а (Perpetual Annuity or Perpetuity) š 
যদ্দি বাধিকীর টাক! চিরকাল দেয় হয়, তাহ! হইলে এ বাধিকীকে চিরস্থায়ী 
বাঁধিকী বলা হয়। 

(০) প্রত্যক্ষ Ф (Immediate Annuity): যখন বাখিকীর 
টাকা কোন নির্দিষ্ট সময়ের শেষে দেওয়! হয়, তখন তাহাকে প্রত্যক্ষ বাধিকী 
বলা হয়। 

(d দেয় «і (Annuity Due): যদি বাধিকীর টাকা বৎসরের 
শুরুতে দেওয়! হয়, তাহা হইলে এ বাধিকীকে দেয় বাধিকী বল! হয়। কোন 
বাধিকীর কথা পরিষ্কার ভাবে যদি বল! না থাকে, তাহ! হইলে আমর! বাঁধিকী 
বলিতে প্রত্যক্ষ বাধিকীকে ধরিয়! লইব। 

(e) অনাদায়ী аба (Unpaid or Foregone Annuity): যদি 
কোন বাধিকী নিদিষ্ট সময়ের জন্য অনাদায়ী থাকে, তাহা হইলে এ বাধিকীকে 

এ নিদিষ্ট সময়ের জন্য অনাদায়ী বাধিকী বলা হয়। 
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এইক্ষেত্রে অনাদীয়ী বাধিকীর মোট পরিমাণ হয় অনাদায়ী সময়ের জন্য 
Чил বিভিন্ন কিস্তির সমষ্টি । এইক্ষেত্রে প্রতিটি কিন্তিকে ইহা যে সময়ের wy 
অনাদায়ী সেই সময়ের স্থদ-সমেত লওয়া হয়। 

(£) বিলম্দিত atla (Deferred Annuity) š যে বাধিকা কিছু 
সময় পরে কার্যকরী হয় সেই বাধিকীকে বিলম্বিত বাধিকী аса | 

" যদি কোন বাধিকীর টাক! n বৎসরের wy বিলম্বিত থাকে, তাহা হইলে 

п বৎসরের শেষে কার্যকরী হইবে এবং প্রথম কিস্তির টাকা (n +1) বৎসর পরে 
দেয় হইবে। 

(g) বিলন্বিত চিরস্থায়ী বাধিকী (Deferred Perpetuity) £ যদি 
কোন বাধিকী কিছু সময় পরে আরম্ভ হইয়া বরাবর চলিতে থাকে, সেই 
বাধিকীকে বিলম্বিত চিরস্থায়ী বাধিকী বলে। 


মন্তব্য $ বাধিকীর ক্ষেত্রে WW সব সময় চত্রবৃদ্ধি হারে গণনা করা হয়। 


142. аб বর্তমান মূল্য (Present Value of an Annuity) 
কোন বাধিকীর বিভিন্ন কিস্তির বর্তমান মূল্যের যোগফলকে এই বাধিকীর 
বর্তমান মূল্য বলা হয়। 


fosa সম্পত্তি (Freehold estate): যাহা চিরস্থায়ী বাঘিকী উৎপন্ন 
করে তাহাকেই চিরস্বত্ব সম্পত্তি বলে। এই চিরস্থায়ী বাধিকীকে ataa 
(rent) বলা হয়। 


লিজ, সম্পত্তি বা লিজ, (Lease-hold estate): কোন নিৰ্দিষ্ট 
সময়ের সত্বাধিকার-বিশিষ্ট সম্পত্তিকে লিজ, বলা হয় । foara সম্পত্তির মূল্য 
উহার খাজনার বর্তমান মূল্যের সমান হয়। 

বিভিন্ন fba ও সূত্রাবলী : 

A = 41% (Annuity) 41 প্রতি কিস্তির টাকা। 

M =n বৎসর বা n peri০d-এর জন্য অনাদায়ী বাধিকীর মোট পরিমাণ। 

V en বৎসর চলিবে এইরূপ বাধিকী A-এর বর্তমান মুল্য | 

ї= একক পরিমাণ টাকার উপর এক বৎসরের বা একটি চeri০ণ-এর স্থদ। 


মন্তব্য ঃ প্রতি ক্ষেত্রেই вада হারে uw ধরা হয়| কোন বৰ্তমান 


মূল্যকে এ বাধিকীর ক্রয়যূল্য ( Purchase Price ) বলে। 
বী--10 
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143. (a) а\я মোট পরিমাণ (Amount of an Annuity) 
G) প্রত্যক্ষ বাধিকী : 
M-^(1-) -1) 
(i) দেয় বাষিকী : 
71720+914+9"- 1} 
ad Кый, বাঁধিকী £ 


А |(1+:)"°-1 
T qe» (De шы 


[ কোন বিলম্বিত বাধিকী А, т বৎসর পরে আরম্ভ হইয়! n বৎসর ধরিয়া 
591] | 

(b) বর্তমান মূল্য ( Present Value ) š 
G) প্রত্যক্ষ বাধিকী : 

v-^u-üs 
Gü) দেয় বাষিকী : 

৮-40+801-0+9-1 
(i) বিলম্বিত «tfi : 

p-A0*)'-1 

1+0" 


[ কোন বিলম্বিত বাধিকী А, т ачта পরে শুরু হইলে এবং ইহার পর 
п বৎসর ধরিয়। চলিলে ইহার বর্তমান qay (їй) নং স্থত্রের সাহায্যে নির্ণয় কর! 
যাঁইবে। ] 
(iv) চিরস্থায়ী বাষিকী : 
৮- 
(v) বিলম্বিত চিরস্থায়ী বাধিকী : 
Pati. 
i (1+:)" 
[কোন বিলস্থিত বাধিকী А, т বৎসর পরে চালু হইবে এইরূপ বিলগ্বিত 
চিরস্থায়ী বাধিকী 4-এর বর্তমান মূল্য (v) নং স্থত্রের সাহায্যে নির্ণয় করা 
যাইবে। ] 
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144. প্রাপ্যগুলি বৎসর অন্তে দেয় নয় এইরূপ а £ : 
মনে কর, А টাকার বাষিকী p বার দেয় অর্থাৎ EIE বৎসর পর 


পপর দেয় এবং চত্রবৃদ্ধি সুদের period E বৎসর হয়। অতএব প্রতি কিস্তির 
টাকার পরিমাণ &, п বৎসরে কিস্তির সংখ্য। np, সুদের হার r% per annum 
হইলে এক্ষেত্রে i=1 টাঁকার এ ” হইবে। 

р 100p 


উপরের vuefacs এই ক্ষেত্রে А-а পরিবর্তে E %-এর পরিবর্তে 


(n Xp), iga পরিবর্তে (5 ) বসাইতে হইবে। 


Werl. 1. যদি কোন বাধিকী তিনমাস অন্তর দেয় হয়, সুদের period-e 
যদি 3 মাস হয় এবং А =120, п=8 বৎসর, r=5% per annum হয়, 
তাহা হইলে М হইবে 


= US +025) — 1) 


145. খণশোধক তহবিল (Sinking Fund) š 

কোন নির্দিষ্ট দায় (Liabilities) খারিজ করিবার জন্য বা ভবিষ্যতে কোন 
নির্দিষ্ট সময়ে কোন ক্ষয়িষ্ণু সম্পত্তি বদলাইবার জন্য চক্রবৃদ্ধি হার সুদে ай 
করিয়া যে তহবিল গঠন করা হয় তাহাকে খণশোধক তহবিল বলে। 

প্রতিবৎসর যে পরিমাণ টাকা আলাদা করিয়া রাখা হয় তাহাকে xf A 
ধরা হয় এবং п বৎসর শেষে যে দায় (Liability) শোধ করা হয় তাহার 
পরিমাণকে যদি М ধরা হয়, তাহ! হইলে М হইবে А টাকা বাধিকীর n 
বৎসরের মোট পরিমাণ | 

e м= - 11 


এখানে А Ra প্রতি বৎসরের শেষে লগ্নীকৃত টাকার পরিমাণ এবং М 
হইল п বৎসরের খণশোধক তহবিলের পরিমাণ। 

মন্তব্য £ কিস্তিতে «4 পরিশোধের ক্ষেত্রে বাধিকীর বর্তমান KAR тщ 
V ব্যবহার করা হয় এবং কিস্তিতে ad বিনিয়োগ ও সঞ্চয়ের ক্ষেত্রে বাঞ্চণশোধক 
“তহবিলের ক্ষেত্রে বাধিকীর মোট পরিমাণ М বাবহার করা হয় | 
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উদ্ব৷. 2. বাধিক 5% হারে 2000 টাকার চিরস্থায়ী বাধিকীর মূল) 
( বর্তমান чау.) নির্ণয় কর। 


আমরা জানি, p= 2 
= 15. =" =? 
এখানে A=2000, i 100 05, 77? 
20 
y 2000, 2000 x 186 _ 40 000 টাকা। 


05 

©. 3. বাধিক 100 টাকার প্রত্যক্ষ বাধিকীর টাকা 10 quisa জন্য 
অনাদায়ী থাকিল। বাৰিক 5% চক্রবৃদ্ধি হারে gw ধরিয়া উহার মোট পরিমাণ 
নির্ণয় কর। 


আমরা জানি, M=- i : 


= 5524: Em = 
এখানে A=100, i= 1005 ৮৯10, M=? 


এখন (1+5)"=(1+'05)!° (105)7০ 
মনে কর, х=(105)!° 
log x=10 log 1'05 
=10х`0212=`2120=1ов 1:629 
.'. х=1629 


ара тоб)! = 1). 2000 x (1:629 — 1) 


—2000 х`629= 2000 х 629=1,258 টাকা। 


Sal. 4. সীমা 10,000 টাকা 44 করিল এই শর্তে যে বাধিক 5% চক্র- 
বৃদ্ধি হারে 1,000 টাকার কিস্তিতে পরিশোধ করিবে। কয় বৎসরে এ wa 
পরিশোধ করিবে ? 


/-4177) 


বা, 10, = L001 - aol 
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10,000 x 1055 - 05-2 
বা, জাজ: 11-005-7 


10,000 x 5 
1099 x 100 
বা, J5-1- (105) 

বা, (1055"-21-1-241 

বা, —n log 1'05 —1log1- log 2 
বা, —nx'0212- —:3010 
'3010 
'0212 


al, -11-(r05-"j 


ne 


=14 বৎসর ( 291) | 


প্রশ্নমালা 14 

1. বাধিক সুদের হার 31% হইলে 12 বৎসরের জন্য দেয় 150 টাকার 
বাধিকীর মোট পরিমাণ এবং বর্তমান ҷа নির্ণয় কর। 

2. বাঁধিক সুদের হার 4% হইলে 5 বৎসরের জন্য দেয় 300 টাকার 
বাধিকীর বর্তমান ај নির্ণয় =a | 

3. বাধিক 41% চক্রবৃদ্ধি হার wu 2400 টাকার বাঁধিকীর 20 বৎসর 
দেয় হইলে বর্তমান үа] কত? 

4. সত্যবাবু 25,000 টাকা yaa একটি সম্পত্তি ক্রয় করিলেন এবং 
চুক্তি করিলেন যে তিনি সম্পত্তি ক্রয়ের সাথে সাথেই 10,000 টাকা শোধ 
করিবেন এবং বাকী টাকা 5% চক্রবৃদ্ধি sta wur 15টি বাধিক সমান কিস্তিতে 
শোধ করিবেন। তাহা হইলে সত্যবাবুকে প্রতিবৎসর কত টাকা দিতে হইবে 
তাহা নির্ণয় কর | 

5. বাধিক 4% চক্ৰবৃদ্ধি হার স্থদে 10 বৎসর দেয় 100 টাকার প্রত্যক্ষ 
বাধিকীর বর্তমান মূল্য নির্ণয় Фя | 

6. 40,000 টাকার কোন একটি খণ 30টি সমান কিস্তিতে পরিশোধ 
করিতে হইবে। প্রতি কিস্তিতে ww ও আসল থাকিলে বাধিক 4% চক্রবৃদ্ধি 
হারে প্রতি কিস্তির পরিমাণ নির্ণয় wa | 

7. মৌরেনবাবু 4,00 টাকা এই শর্তে খণ গ্রহণ করিলেন যে এ খণ 5% 
চত্রবৃদ্ধি হারে 6টি সমান কিস্তিতে পরিশোধ করিবেন। প্রথম কিস্তি প্রথম 
বৎসরের শেষে দেয় হইবে। প্রতিটি কিস্তির পরিমাণ নির্ণয় কর। 


150 š বীজগণিত 


8. বাধিক 5% হার ww 10 বৎসর চলিবে এইরূপ 150 পাউণ্ডের 
বাধিকী 417 বৎসর পরে শুরু হইবে এইরূপ 79 পাউণ্ড 4 শিলিং এর চিরস্থায়ী 
বাধিকী--এই দুইটির মধ্যে কোন্টি বেশী লাভজনক ? 

9. প্রতি বৎসর শেষে আসল এবং স্থদসমেত 10টি সমান কিন্ডিতে qa 
পরিশোধ করিবার শর্তে রাজী হইয়া তপতী 4% চত্রবৃদ্ধিতে 20,000 টাকা খণ 
করিল। প্রতিটি কিস্তির পরিমাণ নির্ণয় কর। 

10. 20 বৎসর শেষে 1,00,000 টাকার নৃতন যন্ত্রপাতি ক্রয় করিবার 
উদ্দেশ্তে একটি খণশোধক তহবিল গঠন কর! হইল। বাধিক 5% চত্রবৃদ্ধি 
হারে ҷу পাওয়া! গেলে খণশোধক তহবিলের জন্য মোট লাভ হইতে প্রতিবৎসর 
কত টাকা আলাদা করিয়া রাখিতে হইবে + 

11. 25 বৎসর পরে 50,000 পাউণ্ড মুল্যের যন্ত্রপাতি পালটাইবার জন্য 
একটি খণশোধক তহবিল গঠন করা হইল। বাখিক 4% চত্রবৃদ্ধি হারে সুদ 
পাওয়া গেলে খণশোধক তহবিলের জন্য লাভ প্রতিবংসর কত টাকা আলাদা 
করিয়া রাখিতে হইবে ? 

12. 5% চত্রবুদ্ধি হার সুদে প্রতিবৎসর কত টাক! বিনিয়োগ করিলে 
20 বৎসর পরে একটি জিনিস অপসরণ করিয়া অপর একটি জিনিস পুনঃস্থাপন 
কর! যাইবে? যন্ত্রটির বর্তমান মূল্য 60,000 টাকা এবং 20 বৎসর পরে এইরূপ 
যন্ত্রে. দাম 25% বাড়িবে বলিয়া মনে করা হয় 


! 
| 
{ 


পঞ্চদশ অধ্যায় 
সূচক শ্রেণী ও লগারিদম্‌ শ্রেণী 
( Exponential Series and Logarithmic Series ) 
06 উ টকা 
15.1. অসীম শ্রেণী 141 টি Tux কে e দ্বারা সুচিত 
করা হয়। 
РС Е 0 354 
অর্থাৎ IUE. fu 
সাধারণতঃ ৪-কে Aen লিখিতে পারি 


е= (1 + iy 


=e 


бет উপপান্যের সাহায্যে যদি lel হয় তাহা হইলে আমর! পাই, 


LET uude 


বা, (11 -1+ї+ї ы a ++. 0) 


উপরের relati০n-টি %-এর বিভিন্ন n wy প্রযোজ্য হয় ( holds: 
good )I 


এখন п-се যি খুব বড় ধরা হয়, তাহা হইলে যেহেতু L, 2, З ইত্যাদি 


0 সেইজন্য (1-3), (1-20-42), প্রভৃতি —1. 
(1) নম্বরের উভয় দিকে Limit লইলে পাই (যখন %-৯০০ ) 
т (1+2) ০1817157872... 


nov 


=1+ 1+3+ Aue 


пез 
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অনুরূপভাবে আমরা প্রমাণ করিতে পারি, 


en - .(1+1" Leben 15 + 


ডানদিকের এই শ্রেণীটিকে বল! হয় স্ুচক শ্রেণী। 
-এর যা খুশি সসীম মান দেওয়া যাইতে পারে। 


152. e একটি 4% রাশি এবং ইহা। 2 ও 3-এর মধ্যে অবস্থিত 
অর্থাৎ 2০3৪. 


ইহা হইতে বলা যায় ০-এর মান 2 হইতে বড়। 


পুনরায় |3=3.2.1 
[3>2.2.1 অর্থাৎ 13১22 


"em 
du da 


1,1 
১ 22 E 


অর্থাৎ «nul 


অর্থাৎ <1+2 
অর্থাৎ <3 
+". €-এর মান 3 হইতে ছোট | 
`. e একটি সসীম সংখ্যা যাহার মান 246 3-এর মধ্যবর্তী | 
অর্থাৎ 2<е<3. 


pi. 1. প্রমাণ কর ঃ 
23 3৯ 
teh ‚.. = 5e 


-} 


স্থচক শ্রেণী ও লগারিদম্‌ শ্রেণী 153 


nt nd nt T Ps [— ms azor 1 


In qn-l ml |я-1 (9-1 


“in-2 [n-1 [»-2 [n1 
AM 3 + 1 
19-2 [n-2 [n-1 

1 3 1 


n=1, 2,3, 4...বসাও এবং যেহেতু [24791071 
Т,=0+30+1 Seg 
= T 
T,-04314] 
xi 
Т,=1+3,. 1+: 
11 12 
1 


T 9 
"B 2-13 


Weleicalls c cox করিয়া পাই, 
s= Eta +++) 


u TH 
"(itat к 
=e+3e+e=5e. 
উদ. 2. acd 598 
কির. ance gni 
Т, X Cs derer aia LE 
a 1 n-1 1 n-1 
TET MIT 


n=], 2, 3---axt£3] এবং vertically qu করিয়া পাই, 


s= HS je + е) 


(৮17 £4.) + in ut е) 
RATE A 
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15.3. লগারিদম্‌ শ্রেণী : 
lo Оа) а (lect) ойт 
লগারিদম্‌ শ্রেণী аса | 
qt ilt 
প্রমাণ কর log (1+х)=х 5+5 Я ЕЯ 
আমর! জানি, а“ =e" log e^ 
v= ov কিক ау 20108 еа)? (0 log e°)’ | 
a" —e" log e 1- (v loge )+—— D + ATONE 
а=1+х яў | 
х" (19 y? (1*52))2 E 
(1+)*-14 log е1+ +721০8 } +20) 
এখন যেহেতু 14141, দ্বিপদ উপপাগ্চের সাহায্যে পাই, 
TUR »x»-1.5,»»-160-2)., 
(14x) І+ух+ 12 x P ewe et (2) 
যদি 1х1<:1 হয় তাহা হইলে (1) ও (2) হইতে পাই, 
2 2 
14-» log, (13) 120০8,4+০] ч 


এ Defect tua, 
যেহেতু ইহা একটি অভেদ 
', উভয় দিকের )-এর সহগ সমান হইবে | 


^ log (Lx) e x 5 +5 + (— Dr es ©=э(3) 


15.4. সাধারণ লগারিদমে নিধান 10 এবং এই লগারিদমে নিধান e হয় | 
সাধারণ লগারিদম্‌ হইতে এই লগারিদম্‌ পৃথক | এই লগারিদমূকে Nepierian 
জগারিদম্‌ বল! হয়। 

মনে কর, একটি সংখ্যা n 

1০৮7 


* 1 
বা, logio"-log, d 


নেপিরিয়ান লগারিদম্কে 1 go খারা গুণ করিলে সাধারণ লগারিদষ্‌ 


পাওয়া যায়। 


চক শ্রেণী ও লগারিদম্‌ শ্রেণী 155. 
Z r CE সাধারণ লগারিদম্‌ প্রণালীর মভিউলাস বলে। 
সাধারণ লগারিদম্‌ প্রণালীর মডিউলাস 

1 


= ра) СЫНЫ Т. 
log,!" 2'30258509 95420445. 


এই মডিউলাস্‌কে / দ্বার! প্রকাশ করা হয়। 
কতকগুলি প্রয়োজনীয় results 2 


(1) eol a da dan 


THEME 
(2) Е ас QM: d 


G) e*e1- 242° - 

22811 
80০ _ — 

(4 e Š 1 ns 


2 3 4 
x x x eer on 


e+e” р, x^ 
6) — M2 34 


(6) ЄТ 234m а 


(т) t£ -14 l4 


(8) e-e 


লু xt xt t | 
আমর! জানি, e та 700 


(1)-নদ্বরে х=1, х= -] বসাইয়া পাই, 


е=1+1+ ly с D (2) 


2 13 и 
০১-৮]-।+ 1, 4, --৯(3) 


156 


(xi) 


(xii) 


(xiii) 


A I dud 
12 B 14 |5 
1-2, 1--2--2? , 1--24- 22 4-2? 
Wm t гү 7 
1+2,1+2+3,1+2+3+4 Зе 
1248 T 5 


4 4 
I++ 2+ =15е 


FORET 
e 


Meme -e8 


12.2? 22,32 32.4? 
"Hs [e u$ 
1+а,1+а+а? ,l+a+a? +a? e—e^ 
1+ —=+— +. ата Tra ys m ECC 
ada TRE Cv mm 
dida dale i36 
Goe jx 1712 ]=1 
de :2 3 PA 
VMEMIM 1 
m A8 1- 
е 


+566 =27е 


B'stgt" 


M S 


эзе শ্রেণী ও লগারিদম্‌ শ্রেণী 157 


5g x 
2:7 A এর বিস্তৃতি (ascending powers of n) নির্ণয় কর। 


3. л Deere 
দেখাও যে (1+5 n y এর x TS 
" ^ a--bx , (a+ bx)? 
দেখাও сч 1+ —— Ss +— E Te 
n e de 
এর x" এর সহগ ry: 
5, প্রমাণ কর 2 log n- log G;4- 1) log(n—1) 
1 1 1 


= аз "ans ne 


6. প্রমাণ কর 2 log n—log(n- 1) - log(n— 1) 


I 1 
=т= i*'3Qw- psp t 


DEAS ER ta г. 
০88১4 pou. S 


8. ier 41341334. - কে in terms of e-C$ প্রকাশ কর |. 


16 
যোগফল নির্ণয় কর £ 


o, E42 


10. 


11. প্রমাণ কর £ 
(à 53+ ০৮৮48 


(b) R? й 2 аР 2 +: = 108 2- }. 


12. যোগফল নির্ণয় কর ; 
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প্রমাণ কর £ 
13; veis nde toc 12. 

/ 1. P. t zt MIT ава 
14. 108115) =1 20п+1) 23-1)? 


(৮৯ 1 
15. log, "Vlogs" (+) 


143253928 agy AE 955 17x* р 
16: log, 2" #® mg 2*3 dt 


2 4 6 
17. (G) log," = -2{® ++ e] 


lll РРЦ 
t +9 * 1— 108,2. 


G 2.3 45 


উত্তরমালা 


орта) 1 
et E " 1 sta. 295 

1. O] y (ii) жу Gü) 45 | 
2. à 1, (#) ` з , Gü) 1, (i) L (v) 6, (vi) 216. 
(vii) 17 УЕ+З5 (viii) 2145, (ix) 1, 
(x) x*, (xi) 27, (xii) Gr". (xii) 1, 
(xiv) e (xvy) 1, (xv) 1, (xvii) 1. 
13. () x? (i) 1, 


etate 2 

1. (03510 G 1246 (ій) 1213/6828 (iv) 7-4 J6 
2, (03430 (ü) $V108 (ii) 18/180  (w)2V3 

з. (0342/2. (и) 1-3/2 +324 (ii) (43-1) 

qu) 2+У6+ NIO 0) VAESSENS (i) да Jr 
ЖЕЗ. -Jeza 

Z 972 d Gü) 4/6/21) Gii) 4a 2 Jag" —25 
(0) &(942,2) 6) +247- 45) (vi) (6-2 43) 
(vi) (3-242) (viii) +(У5+ V3) 5. 14070 


6. (0 /3 411732 (i) 0 7. s в. 2 9, (2+ 43) 
10. 195 11.289 12,0 13.0 14.0 18.0 
4т? 1 


19. аяз 3 4 
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প্রশ্নমালা 3 
1.0) +(3+7) G) +(5—2i) (ш) +(3-4) 
(i) 3505-32) (v 30275) 2. ৫) 5 Gü) 5 
Gü) 1 (iv) V2 3. 4-3iJ6 4. —234. 


প্রশ্নমীল। 4 


1. l, m n ঞ্রবক হইলে lmn=1 71 4. 1666 দিন 5. +8 
6, 3465 বর্গফুট 7. 45 বর্গফুট. 8. 784ফুট 9. 32 


10. Fr 11. 12x? – 25ху+12у? 20 15. b2x2 +aty2 = a? b? 


22. 66 Št@l 23. 1610 ফুট, 3059 ফুট 24. 6 ইঞ্চি। 


প্রশ্মমালা 5. ` 
l () 142n, (8) 46, 3955 (8) 39, 3(n-- 1) 
(v) 20,30,2n (») 18, (22) (vi) a+174, 
19479027719) 2. m=-23 


3. (i) x তম পদ (ü) 2154 পদ (ш) 34তম পদ 
5 5-2 E UA 
4. 29 e. J2, 532,5 42.) 5, 94 তম পদ 


6. 94তম পদ 7. 5,7, 9, 11 8. (ptq-m) 
9, 0. 10. 9, 15, 21, 27, 33, 39, 45, 51. 
11. 12, 22, 32, 42, 52, 62, 72, 82. 12. 8. 


13, (i 1335, (š) 420. Gü) —$. 
(iv 8$. (৮) »(3-2n) (v) 65V3 
(vii) 2n. (va) P- (іх) тарпа *2.b] 
14. 20. 15. 3, Жу 1L or, и; 7; 3. 
18. (i) 1035. (ü) 2070. 19. 121. 21.« 7 
22. 2460. 23. п=12, 24, 2401. 
25. (i) ta(n +1){3n?+19n+32). (ii) rs(n-- 1)(n * 2)(3n +5) 
(8) 29.35 (iv) ৮১022 


G) Bot Rnt at ч) n+ D(n+2) 
6 


vii) — (viti) апа + 6-1) 
26, 8250 টাকা, 8750 টাকা, 92:50 টাকা। 


উত্তরমালা 161 
প্রশ্নমালা 6 
1. © 512. G) 512. (i) x (৮) 21x(9* 


2. 1,4,16. 3, 1,2,4 4, 42,1 
T. „у odir (=). 
4. (i) —14762. (ii) ix 
(ii) 201-3 2). (৮) -%2- 72). 


5. (i) 16, 32, 64, 128, 256. (i) 4,16,64. 
Gü) 8,4,2, 1, $. 
6.0) $ (10) -10-9%) (ii) n=l 1- i] 


(৪) [2(1о*-1)-®] 
8. 16, 24, 36, 54, 81. 12. 16 টাকা, 16,384 টাকা 
17. 2763 বা, 3:27, .18. 2,5,8. 
19. 32,18 বা, 18,32. 22. (3,48) 

প্রশ্নমাল। 7 

1. G) বীজদ্বয় বাস্তব, মূল ও সমান | 

(i) Зач বাস্তব, অযূলদ ও অসমান। 

(0) “Yaww বাস্তব, অসমান ও মূলদ। 

(iv) বীজদয় বাস্তব, TAT ও সমান। 
3. -1 বা, -$ 6. 0. 8. বীজদ্বয় কার্পনিক। 
10. G) -qt+3qr. &&) -$ 
n. 9 05208 (8) = ENE 
2235 "o i ৫), 3৫৪৮১ 5 3 


(৮) ж সি ELT 


pab? +ас(р- 3) 
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2 0 — G) Г: Gü) ыл 
(y) 389,9 () —4%а+®" (৮) чы, 
(vii) 1—р+р%—а—ра+4? 

13. ф P 44И" G) EX qu) 2ta 

14. (i) x2—5x+6=0 Gü) х®-4х+1=0 
(ii) 42 — 2<x + <2— B? 

- 15. (9 -a?x? – (b? —2ac)x +c? =0 
(ü) a?x?+3abx+2b? +ас=0 
(iii) acx?-Fb(a-d-c)x-- (a-- c)? - 0 
(iv) atx? - a* (2b? — 4ac)x -- b? (b? — 4ac) 20 
(v) acx?—bx-1-0  . (ы) ас(х+1)% = 

16. (ü) qx?-— pla +1)x+(q+1)2=0 
(ü) х®—рх—(9а4—-2р?)=0 
(iii) x? — p(m+n)xz+mmnp2+ q(m — n)? 20 

17. x?—68x--256-0 

18. 4x? —10(1 +m)x+ 4m? --17m -- 4-0 

19. 3x*—16x-416-0 20. x?-50x+49=0 

21. 12x?-8x-4-120 23. bcx?-Fib? --ca)x- ab 20. 

25. 9x4?—79x425-0 27. 4х – 15х-+18=0 

28. 2х2 + (b—2 Jc)x -b /c= 0 31; `8 

32. 4x?—12x45-0 33. cx*-Fbx-a-0 

34. 2(a-Fq)—- pv 39. сх?+Ьх+а=0 

50. k={ বা, bk=-JA 

53.() -4 (G) 3 (ш) 5 (i) X 

54. (i) 4 (i) 8 58. 3 


*সধগ্রার, সরল 


— 


(iii) 
n= 


10. 
14. 


; (iii) 


16. 
19. 


22. 


25. 
28 


উত্তরমালা 163: 


প্রশ্নমালা 8 (A) 
1.() 30 (i) 1680 (ш 720 2. G) 10 (i) 4 
2"n*(2n-1)(2n— 3.5.31 3. () 495 (i) m=8, 


2 5.4 8 (i) 20 G) 120 (ш) 120 9. 288 
60 11. 1560 12. 720 13. 576, 4320 
ec" т 
720, 120, 600, 96 15. (i) 5040 (i) ZE 


2520 (iv) 1260 (v) 3632428800 (vi) 34650 

[15-2114 17. n-1in-2) 18. 154 

111 20. 40320, 720 21 140 

967680 23. 1260 26 159. s 
(4(3 (55 

14400 26. 3125 27. 16 

129 29. |5 30. M7 

প্রশ্নমালা 8 (В) 


.() З (8) 4960 (i) 102 $383. 10 4. 7 


б.) m-1 (ü) n-14 7. 495 8. 28665 


462, 256 10. 246, 11. 210, 371 


12, 201376, 31465, 169911 13. 196, 252 14. 9005, 5905 


15; 209. agr ro MM ЗЫР 2720 
211010 BULUU 

18. [?C,-(C*,-1) 19.220 20. n=8,r=3 
піп 3), 

TC 


প্রশ্নমালা 9 
1. (i) 45 +5x*a + 10х?а* +10х?а% +5х?а% +5xa* +a” 
(ü) x*—4x*y-6x?y? — 4x?y* + yt 
(ii) 27175 + 21x? +35х+— 35 +2 + 2+2, 7+ 


ei 
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(iv) 3245 --240a*b --720a*b? 4- 1080a?b? + 810аЬ* +243Ь° 


41029 +54) (9) 17215418952 48855482655 


5103 45.4.5103, o4 2187. th 


ndi - а е8 


E. 5 E 3 32 
(vii) 729y9 —972y^ + 540y* — 160) +8 Dye -ata 


š š $ š 
фай 53-1555 90,2705, 405%; - 28 


(ia) sacella ial 2, 1205,6 3. 252 
$ 29 
T 30 C. - I b* БЕ sc. 
w: 2112 2n-1 tn. nlx 2n-3 
6. x (2n D +! 
9 ^ «engl 7 
к y 2n*1l 
+() 


সাধারণ পদ = (2n+ 1)2n(2n — 1):-- (2n - 2 m шм 
lr y 


(৪) '997002 7. À 120123 i) 25 (ii) 252 
io) 1264 - 126 (৮) 630 65 х19*, 630x 65x 10y* 


9. (ü) 1120x*y* 10. 110565a* 11. 540 12. —252 


13. () ins (ü) -2288y? (ш) 10c? 
Pts G) 1365 6) 2135120 
15. r-8, 495 
1216215 А HET. 
16.6) 25 (i) 195 (їй) Tr: 
(iv) 1847562410019 (у "t? (vi) `70 


20. L2,7 22. 997 


উত্তরমালা 165. 
প্রশ্নমালা 10 
1. (৫) (143+ gr? r? thene 
t р) TS š 135 "aia (2r-5).. 
r 2r Scu 57 2০০7 
(i) 1-85? -ge . ERR. 
WES ee MESES e 12771)” 
Ir. 
(ü) 1-c4$x?--$5x*-- 9x] een 
L(:1)972,5.7- 4 = ад 
iri = Suc EA \ МЕ)! - 
(vy) l+2x+5x?+ «uj JR ৬ > ec ў 


৯৬ Ру à ^ ^ 
12.5 8 3r- 1 ^ ot at 
tea =(9)? 259-5 amr ЫҸ r এ 


tr 


(v) 1—6x-r24x? - 80x? +e 

tr+1 CD UE — (৫+2102)7 

2. 1+2-404755+ эзе 3. гарна 
г 2t 5; নিন ০1 7. 8. 121 


9. 4 11 12-52-8555 


(т +1) +2)(у +3) 6 81517170968 
12. টি রি তি 13. +27+8% +16* 4eenm 


14. G) '997002 (i) 9997 (ü) 1005 (iv) 49597 
20.0. лт G) 43 G) (95 &) 1 
্রশ্নমাল 11 


L 4. 275 রাহি 5, 345*1 


4 
dx 2 
6. 707+ Ji3) 7. cas B. 1.9; E. 
10, OQ 11. Qi! 12. J5. 19. 14. УЗ 
15. 14 16. Н 17. а 18. 1 19, тї 
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প্রশ্নমালা 12 

203 8) 6 Gay 3 Go) 1 ৮) & 

з. 1059 4. (i -23467874 (и) ‘8266063 5. x=4 
6. (i) 1115 (# 14050 (iii) '5776 (iv) 5988 

(у) 261 (vi 1248 (vii) 2588 (wi) 578'8 
(ix) 2019 (х) 2545 (xi) '006651 (xi) 1892 
(xiii) '9703 

4 loga Xe 2 М ; zs 
14. (2) [875 à (i) 159 (ш) 177 (iv) п=`009 
15. x-271,y-171 16. () 20969100 (i) 18750613 


প্রশ্নমাল। 13 
1. 58990 টাক! 2. স্থদ-আসল (4)= 1215 টাকা। 
চক্ররৃদ্ধি হুদ 215 টাক। 3. 1164'31 টাক! 

4 11:46 টাকা 5. 41% 6. 493629 টাকা 
7. 2000 টাকা 8. 16,400 টাকা 9. 18525 টাকা 
10. 400 টাক! 11. 7970 টাকা 12. 2000 টাক! 
13. 158 বৎসর 14. 1655 টাকা 15. 91686 টাকা 
16. 126957 টাকা 17. 45% 18. 23um 


19. 116431 টাকা 20. 15 বৎসর (প্রায়) 21. 93 «m 
22. 2,00,000 টাক! 


eaat 14 

1. 219028 টাকা 2. 1335'58 টাকা 3. 31200 টাকা" 
4. 1444'53টাক|া 5. 811'06 টাক! 6. 2316 টাক! 

7. 1787719141 8. প্রথমটি লাভজনক 9. 247014 টাকা 
10. 302115 টাকা 11. 1205 টাকা! (প্রায়) 12. 2266 টাকা 


ація! 15 

22x? |2%х* , | 2%"х1ї" 

2. 21475 MC 
B. Ме 9. 2e 10. 5e 12. šlog,° 


ত্রিকোণমিতি (Trigonometry ) 
প্রথম অন্যাস 
কোণের পরিমাণ 


( Measurement of an Angle ) 
11. ত্ৰিকোণমিতিক কোণ z 


কোণ সম্বন্ধে জ্যামিতিতে বলা হইয়াছে যে, দুইটি সরলরেখ! একটি বিন্দুতে 
মিলিত হইলে এ বিন্দুতে একটি কোণ উৎপন্ন হয়। যে বিন্দুতে সরলরেখা 
দুইটি মিলিত হুইল তাহাকে কোণটির শীর্ষ এবং সরলরেখা ছুইটিকে কোণটির 
দুইটি বাহু বলা হয়। দুইটি সরলরেখ! দ্বারা যে কোণ উৎপন্ন হয় তাহা 0° 
হইতে 360° পর্যন্ত পরিমাপ করা হয় এবং কোণের মান অনুযায়ী কোণটিকে 
হন্মকোণ বা স্থুলকোণ বা প্রবৃদ্ধকোণ বল! হয়। চিত্রে ox ও OA এই দুইটি 
সরলরেখ! о বিন্দুতে মিলিত 929] xoa 
কোণ উৎপন্ন করিল। অর্থাৎ /১৯০/-৪ А 
একটি কোণ হইল। এই কোণটি সুন্মকোণ 
হইবে যদি 0<0<90° হয়। ст? 2 Zo) 
স্থলকোণ হইবে যদি 90°-<0<180° AA 
এবং কোণটি প্রবৃদ্ধকোণ হইবে যদি О Xx 
180°<0<360° হয়। জ্যামিতিতে ба—! 
এই কোণ সব সময় ধনাত্মক ধরা হয় এবং খণাত্মক কোণ সম্বন্ধে কোন সময়ই 
আলোচনা হয় না। 

এখন মনে কর, OX রেখা হইল প্রারম্ভিক রেখা । ox রেখা যদি ঘড়ির 
কাট] যেদিকে ঘোরে তাহার বিপরীত দিকে {п আসিয়া] ( anticlock- 
wise ) কোণ উৎপন্ন করে, তাহ! হইলে সেই কোণকে ধনাত্মক ( positive ) 
কোণ বলা হয়। আবার Ох রেখা যদি ঘড়ির কাটা যেদিকে ঘোরে তাহার 
দিকে থুরিয়া আসিয়া কোণ উৎপন্ন করে তাহা হইলে সেই কোণটিকে খণাত্মক 
(Negative ) কোণ বল! হয়। অর্থাৎ ঘড়ির কাটার বিপরীত দিকে qia 
ধনাত্মক কোণ এবং ঘড়ির কাটার দিকে ঘূর্ণনে atas কোণ উৎপন্ন “| 


_2 ত্রিকোণমিতি 

12, কোণের পরিমাণ : 

মনে কর, একই সমতলে xox' জরলরেখা। ও үоү' নরলরেখ! পরস্পর 
mx হইয়! o বিন্দুতে মিলিত হইয়াছে। ইহার ফলে সমগ্র তলটি চারিটি পারে 
(Quadrant) বিভক্ত হইয়াছে। প্রথম পাদটি হইল xov, দ্বিতীয় ЭП 
vox’, তৃতীয় পাদ x'ov', চতুর্থ পাদ Y'OX | মনে কর ОА সরলরেখ! ঘড়ির 
কাটা যেদিকে ঘোরে তাহার বিপরীত 
দিকে ox অবস্থান হইতে ঘুরিতে 
লাগিল। এইভাবে ঘূর্ণনের ফলে প্রথমে 
кол কোণ উৎপন্ন হইল। ইহা যেহেতু Ë 
90° কোণ অপেক্ষা ছোট অতএব 
xoa কোণটি 0914 হইল। ОА 
অবস্থান হইতে কিছু ঘুরিয়া ОА 
ядсан) যখন OY অবস্থানে আসিল 
তখন xov কোণটি এক সমকোণ 
(90°) হইল। оү অবস্থান হইতে тк? 
oA রেখা ষখন কিছু ЧЕТ OA, অবস্থানে আনিল তখন ХОА; 
quce উৎপন্ন হইল। আবার OA, অবস্থান হইতে ОА রেখা কিছু 
{фп যখন ox অবস্থানে আদিল তখন xox' কোণটি দুই সমকোণ 
(180) হইল । ОА রেখা যখন আবার ov' অবস্থানে আসিল তখন 
xov' কোণটি তিন সমকোণ (270) হইল। ОА রেখা যখন সম্পূর্ণ 
একবার чп আসিয়া OX এর সহিত মিলিত হইল তখন সমগ্র XOA 
কোণটি চারি সমকোণ (360°) হইল। এখন যদি ОА রেখা ox অবস্থান 
হঈতে সম্পূর্ণ একপাক [ШП আরও কিছু বেশী qam আসে, তবে Ф 
কোণটি ( ¿ хов) উৎপন্ন হইবে তাহা চারি সমকোণ অপেক্ষা বড়। অর্থাৎ 
পূর্ববর্তী কোণটি যদি 6 হয় তাহা হইলে পরবর্তী কোণটি 360720 
হইবে। ОА au যদি ох অবস্থান হইতে অনুরূপভাবে সম্পূর্ণ ছুপাক 
ঘুরিয়া আসিয়া ов অবস্থানে আমে তাহা হইলে যে কোণ উৎপন্ন হইবে 
তাহা হইল 360' x 2+0 1 

এইভাবে ভ্রিকোণমিতিতে যে কোন মাপের কোণ, ধনকোণ বা girata 
আমরা লইতে পারি। 


কোণের পরিমাণ 3 


কোন কোণের পরিমাণ নির্ণয়ের জন্য তিনটি পদ্ধতি আছে। যেমন-_ 

(i) ষষ্টিক পদ্ধতি ( Sexagesimal system ) 

(ii) শতক পদ্ধতি ( Centesimal system ) 

(ii) বৃত্তীয় পদ্ধতি (-Circular system ) 

G) যষ্টিক э#ї®бв—ч# পদ্ধতিতে একটি সমকোণকে 90টি সমান 
অংশে ভাগ করা হয় এবং প্রতি অংশকে এক ডিগ্রী (1) বল! হয়। এক 
ডিগ্রীকে আবার 60টি সমান অংশে ভাগ কর! হয় এবং এক-একটি ভাগকে 
এক মিনিট (11) বলা হয়। অনুরূপভাবে এক মিনিটকে 60টি সমান অংশে 
ভাগ করা হয় এবং এক একটি ভাগকে এক সেকেণ্ড (1) qm হয়। 

1 সমকোণ-9০0” (ডিগ্রী) 

1° (ডিগ্রী ) =60' (মিনিট ) 

1' ( মিনিট )= 60" ( সেকেণ্ড )। 

কোণের পরিমাপ ষষ্টিযূলক এককের সাহাষ্যে বেশী কর! হয়। 

(i) শতক পদ্ধতি-_এই পদ্ধতিতে এক সমকোণকে একশতটি সমান 
অংশে ভাগ করা হয় এবং তাহার একটি অংশকে এক গ্রেড (grade) বল! 
হয়। এক গ্রেডকে আবার একশতটি সমান অংশে ভাগ করা হয়। এক- 
একটি অংশকে এক শতাংশমূলক মিনিট বলা হয়। এক মিনিটকে আবার 
একশতটি অংশে ভাগ করা! ux | এক-একটি অংশকে এক শতাংশযূলক সেকেণ্ড 
বলা হয়। 

1 সমকোণ-100 গ্রেড- 100" 

1° গ্রেড = 100 শতাংশ“ মিনিট = 100" 

1 শতাংশ মিনিট = 100 শতাংশ সেকেণ্ড = 1007 

মন্তব্য ? ат পদ্ধতিতে এক মিনিটকে লেখ! হয় 1! চিহ্ন দ্বারা এবং 
এক সেকেণ্ডকে লেখা হয় 1” চিহ্ন «fal 1 

আবার শতক পদ্ধতিতে এক শতাংশ মিনিটকে D চিহ্ন দ্বারা এবং এক 
শতাংশ সেকেগুকে 1 চিহ্ন দ্বারা লেখা হয়। 

Gü) qea পদ্ধতি-ঘে কোন বৃত্তে তাহার ব্যাসার্ধের সমান দৈর্ঘ্যে 
একটি বৃত্তচাপ কাটা হইলে d বৃত্চাপ বৃত্তের কেন্দ্রে যে কোণ উৎপন্ন, করে 
তাহাকে এক রেডিয়ান (19) বলে। ইহা একটি q কোণ এবং ইহার 
পরিমাণ 57°17'44:8". এই পদ্ধতিতে 1 রেডিয়ানকে একক ধরা হয়। 


4 ত্ৰিকোণমিতি - 
13. উপপান্য + 
উপপাগ্ 1 


প্রমাণ কর যে রেডিয়ান পরিমিত কোণ একটি aae কোণ। 
মনে কর, ABC বৃত্তের СТЯ О, চাপ АВ, ব্যাসার্ধ r এবং চাপ АВ = 


ব্যাসার্ধ г! À 
аіл, /АОВ=1 B 
রেডিয়ান (1°) 1 
প্রমাণ করিতে হইবে যে / АОВ 
фа | fel ৫ A 


অঙ্কন। যেহেতু কোন বৃত্তের 
চাপগুলির সম্ুথস্থ cem কোণগুলির 
ws*te এ চাপগুলির দৈর্ঘ্যের 
অনুপাতের সমান, অতএব жүн 


ов _চাপ ^B. ব্যাসার্ধ _ 7 _2 


Zioa চাপ А «ff 25) 7 
4 


[ যেহেতু LAOA এক সমকোণ, অতএব চাপ ла Š বৃত্তের পরিধির এক- 


চতুর্থাংশ হইবে। s. চাপ АӘ=4 পরিধি= এ". ] А 


2 


2лов= х Z A02 52 x এক সমকোণ। 


a 
лола У 1 রেডিয়ান= 2 সমকোণ = ধ্ৰবক । 

*, প্রমাণিত হইল যে রেডিয়ান পরিমিত কোণ একটি ধ্রুবক কোণ 1 
মন্তব্য ? 1 রেডিয়ান=1*=2 সমকোণ 


2 . 180^ 180. 
p: 99 7 


25729571 fe 5717448 (її)! 
এবং 1 641570174533 রেডিয়ান (প্রায়)। 


কোণের পরিমাণ 5 
| আবার 1 রেডিয়ান = 2 x90° 


MT. 2T 
. 29027 রেডিয়ান = 2 


180° = 98 সমকোণ-% রেডিয়ান = x° 
360° = চারি সমকোণ 722 রেডিয়ান = 2л. 


উপপাদ্য 2 


প্রমাণ কর যে কোন বৃত্তের কোন চাপ ও ব্যাসার্ধের অনুপাত 
Å চাপ-সন্মুখস্থ কেন্দ্ৰন্থ কোণের বৃত্তীয় মান হইবে। 

অর্থাৎ কোন বৃত্তের 5-একক দৈর্ঘ্যের একটি বৃত্তচাপ যদি বৃত্তের কেন্দ্রে 
9-রেডিয়ান কোণ উৎপন্ন করে এবং বৃত্তের ব্যাসার্ধ যদি ৮-একক হয় তাহা 


হইলে ০০৪ বা S=r0 হইবে। 


মনে কর, ХОР একটি কোণ। ইহার বৃত্তীয় মান নির্ণয় করিতে হইবে। 
০-বিন্দুকে cem করিয়া যে-কোন 
ব্যাসার্ধ (০৯57) লইয়া! একটি বৃত্ত 
অঙ্কন কর! হইল। এই বৃত্ত ০৪-কে 
c বিন্দুতে ছেদ করিল। এখন 
Z АОС, АС চাপের AJAZ Com 
কোণ হইল। ০%-এর সমান করিয়া 
AB চাপ কাটিয়া লওয়া লইল এবং 


ов যোগ করা হইল। 

таілі Z ৯০৪1 রেডিয়ান। Ња—4 

খেহেতু কোন বৃত্তের চাপগুলির সম্মস্থ сент কোণগুলির чув এ 
চাঁপগুলির দৈর্ঘ্যের অনুপাতের সমান, 


অতএব ХОР রৃত্রচাপ АС বৃত্তচাপ AC 
£AOB 19519 АВ ব্যাসাৰ্ৰ ОА 


=S. qmi ac= ও এবং ব্যাসাৰ্ধ 


ОА =r দেওয়া আছে) 


6 ত্ৰিকোণমিতি 


c ‘Zx0P= Sx Z AOB 


= এক রেডিয়ান= 3 afama | 
এখন যেহেতু AC বৃত্তচাপটি ও বৃত্তের cwm ০-তে 0 রেডিয়ান কোণ 
উৎপন্ন করিয়াছে, 

অতএব 6-5 রেডিয়ান হইল £ 

q, 9779, 

. slk 

», কোণের {бя মানস্ব্যাসার। 
14. җ@ পদ্ধতি ও শতক পদ্ধতির পারস্পরিক সম্পর্ক : 

1 সমকোণ-9০* (ডিগ্ৰী ) 


আবার 1 সমকোণ = 100° ( গ্ৰেড ) 
90°=100 বা, 9°=10° 


15. ষষ্টিক পদ্ধতি, শতক পদ্ধতি ও বৃত্তীয় পদ্ধতির পারস্পরিক 
সম্পর্ক : 
90^ —1 সমকোণ 
100" — 1 সমকোণ 


n° 
>= 1 menm 


9y-109- 7. «180-2095 - (D 


মনে কর, একটি কোণের পরিমাণ «ет পদ্ধতিতে D', শতক পদ্ধতিতে 
6°, বৃত্তীয় পদ্ধতিতে R° | 
যেহেতু 90°=1 সমকোণ .. 1 আয সমকোণ 


жо: 
D 2997! 


М 


কোণের পরিমাণ 


আবার যেহেতু 100°=1 সমকোণ 4'. 1°=+BFo সমকোণ। 
atii 
2 G' -100 সমকোণ। 


বা, 


ইহাই হইল তিনটি পদ্ধতির মধ্যে পারস্পরিক সম্পর্ক | 
16. কোণের বিভিন্ন এককের পারস্পরিক সম্পর্ক t 


1 সমকোণ=90"=100’=7 রেডিয়ান 
х রেডিয়ান= 180° বা at=180° 
REE Ree M ‹_ 1180) 
«re(u) আবার 1:0৯) 
_ (9) ‚_ [180 0) ° 
"= (89) এবং e-| * ) 
x ^ °__ 1014 d 9. 
আবার 90°=100° .*. 1 = এবং 1 =(2) 
AOE о [99] 
FEM CL = (24) এবং 6 (2) 
আবার যেহেতু 100" — 1 সমকোণ 
প্রি সমকোণ= 5 ЫЕ 360 
টি 
০ РЕ 
100°=90° .". =i 
আবার ষেহেতু a° =2 সমকোণ- 180" 
1:180 ডিগ্রী 5180. 
х л 


x° =2 সমকোণ = 200° 
— | 
x 


се 12299 ( গ্ৰেড )= 


8 ত্রিকোণমিতি 
Зате 3 


যে-কোন বৃত্তে বৃত্তের পরিধি ও ব্যাসার্ধ একটি গ্রুবক অনুপাতে 
থাকে। 

o বিন্দুকে কেন্দ্র করিয়া দুইটি এককেন্দ্রীয় বৃত্ত অঙ্কন কর! হইল এবং 
বাহিরের বৃত্তটিতে n সংখ্যক বাহু- 
বিশিষ্ট একটি অস্তলিখিত qux বহুভুজ 
ABCD: "অঙ্কন কর] হইল। এখন 
ОА, OB, OC, OD, -"ব্যাসার্ধগুলি 
ভিতরের বৃত্তটিকে যথাক্রমে A, 8২, 
Ci, D,'.-বিন্দুগুলিতে ছেদ FA | 
А,В, B,C,, C,D, tfo 
রেখাগুলি যোগ করিয়া n সংখ্যক 


বাহুবিশিষ্ট একটি স্থযম বহুভুজ ভিতরের 

বৃত্তটিতে অস্তলিখিত হইয়াছে। 
এখন ОАВ ও ОА,В, ত্রিভুজ দুইটিতে 
Z ^0B = Z A,0B;, detis. ay স্পা 
", OAB ও ОА,В, ত্রিভুজ দুইটি সদৃশ | 


ABCD: বনুভূজের পরিসীমা 


d A,B,C,D,;: 453091 পরিসীম। 


п АВ AB ОА 
- A 0А 
п А,В, A,B, OA, 


(যেহেতু OAB, ОА,В, ত্রিভুজ দুইটি সদৃশ ) | 


॥-এর মান যাঁহাই হউক না কেন উপরের সম্বন্ধটি ঠিক থাকিবে। অতএব 
সুষম বহুভুজ দুইটির বাহুসংখ্য| (л) অসীম হইলে প্রত্যেক বহুতুজের কৌণিক 
বিন্দুগুলি বৃত্তের পরিধিস্থ বিন্দুগুলির সাথে মিশিয়! যাইবে এবং qux বহুতুজ 
দুইটির পরিসীমা বৃত্ত দুইটির পরিসীমার সহিত এক 989] যাইবে। অতএব 
উপরের mw হইতে আমরা পাই, 


কোণের পরিমাণ 


_8৪০০---বৃত্তের পরিসীমা ‚4 {сөп পরিধি OA 
^,B4,C,D,::-qC84 পরিসীমা четсе পরিধি OA, 
"fed ces ব্যাসার্ধ 
অস্তবুত্ের ব্যাসার্ধ 
атат পরিধি _ অন্তবুত্তের পরিধি 


বা, i; অন্তর তের 
বহিবৃত্তের ব্যাসার্ধ чеч ব্যাসার্ধ 


যে কোন বৃত্তের পরিধি _ একটি ধ্ৰুবক সংখ্যা | 
সেই বৃত্তের ব্যাসার্ধ 
মন্তব্য £ যেহেতু একটি বৃত্তের ব্যাস তাহার ব্যাসার্ধের দ্বিগুণ, স্বতরাং 


যেকোন বৃত্তের পরিধি _ 
অর্থাৎ রই жабы ' = রেডিয়ান। 


কোন বৃত্তের পরিধি oa x2r (7 = বৃত্তের ব্যাসার্ধ) 
_277(একক)। 
মন্তব্য ? *-এর মান &% এবং আরও আসন্ন মান 3°14159--- 1 
З. 1. 41425” কে ডিগ্রী, মিনিট ও সেকেণ্ডে প্রকাশ কর। 


AM { 
360 
542 "| Fal 11* 
540 60 
25. 90 
60 
30* 


414257 = 11" 30 25". 


উদ্দা, 2. 15'25'20' কে দেকেণ্ডে প্রকাশ FA | 


15° 251 20 
60 


55520. ১১:15 251 20' = 55520. 
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бй]. 3, 5° 15 30" কে সেকেও্ডে প্রকাশ কর | 
5° 15^ 30° 
100 


51530. 546 15.30 51530". 


бу]. 4. 61° 25' 30° কে গ্রেড, মিনিট, সেকেণ্ডে প্রকাশ কর। 
61° 25' 30° = 61° 251 39 60" 25'5' 

3. নিন. 61425 

=61° T -61425 - "3 দমকোণ 

= :682 সমকোণ 

= "682 x 100 গ্রেড = 68:2° 


= 68° 20, 


উদ্দা 5. (i) 30° (Н) 50° (iii) 5° 20 কে রেডিয়ানে প্রকাশ 
কর। 


সি СИРИИ. > 
(iii) 5°20`= 5'2°= 100 
Kah 


200 


রেডিয়ান 
৬525 a° 42 
0 =” . = a 

5720 = 16 200 10 


= 13 x 
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উদ্বা. 6. +) কে ডিত্রীতে প্রকাশ কর। 


© 180 
12189. й 
л* _180° E 220 s 
T X12 15. 
প্রশ্মমাল। 1 


ডিগ্রী, মিনিট, সেকেণ্ডে প্রকাশ কর *— 

|. 47712" 2. 4520" 3. 55845 

রেডিয়ানে প্রকাশ কর :— 

д. 25°24' 5. 24'35' 6. 401536" 7. 290°45' 

ডিগ্রীতে প্রকাশ কর :— 

62 9. 122 10. > п. 1. 

12. 4020750“ কে ডিগ্রী, মিনিট, সেকেণ্ডে প্রকাশ কর। 

13. 401536" কে রেডিয়ানে প্রকাশ কর। 

14. কোন ত্রিভুজের তিনটি কোণের অস্থপাত 1 2233 হইলে কোণ 
তিনটিকে ডিগ্রী ও রেডিয়ানে প্রকাশ কর। 

15. একই দৈর্ঘ্যের চাপ দুইটি বৃত্তের কেন্জে 60° ও 75° কোণ উৎপন্ন 
করিলে বৃত্তদয়ের ব্যাসার্ধের অনুপাত নির্ণয় কর। 

16. 10 মাইল বেগে বৃত্তাকার পথে pim একজন লোক 36-4 стоя 
56" কোণ উৎপন্ন করিয়া একটি চাপ অতিক্রম করিল। বৃত্তাকার পথটির 
ব্যাস নির্ণয় কর। 

17. একটি бен দুইটি কোণের বৃত্তমুলক মান ও } | তৃতীয় 
কোপটির মান ডিগ্রী ও মিনিটে নির্ণয় কর। 

18. কোন বৃত্তের ব্যাসার্ধ 10 সে্টিমিটার 6 সেন্টিমিটার দৈথ্যবিশিষ্ট 
একটি বৃত্চাপ অঙ্কিত করিলে কেন্দ্রে যে কোণ উৎপন্ন করে তাহা ডিগ্রী ও 
аб নির্ণয় কর। 

19. 10 সেন্টিমিটার ব্যাসার্ধ বিশিষ্ট যে বৃত্তচাপ стз 3315 কোণ 
উৎপন্ন করে তাহার দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 
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20. একটি সমকোণী ত্রিভুজের সুক্মকোণের বিয়োগফল 4 রেডিয়ান। 
এই কোণ দুইটিকে ডিগ্রীতে প্রকাশ কর। 

21. পৃথিবীতে মানুষের চোখে zi একটি 321 কোণ উৎপন্ন করে। 
পৃথিবী হইতে স্র্ধের দূরত্ব 9,25,00,000 মাইল হইলে স্্ষের ব্যাস নির্ণয় কর। 

22. একটি ত্রিভুজের কোণগুলি সমান্তর শ্রেণীভূক্ত। ক্ষুদ্রতম কোণের 
ডিগ্রী-সংখ্যা এবং বৃহত্তম কোণের রেডিয়ান সংখ্যার অনুপাত 60 £%। 
কোণগুলিকে ডিগ্রীতে নির্ণয় কর। 

` 23. কোন ত্রিভুজের কোণ তিনটির অনুপাত 2 £ 5 £ 3 হইলে কোণগুলি 

রেডিয়ানে প্রকাশ কর। 


24. 4 রেডিয়ানের একটি কোণকে দুইটি অংশে ভাগ কর যেন প্রথম 


অংশের чие মিনিট এবং দ্বিতীয় অংশের শতাংশযূলক সেকেগ্ডের WES 
27 : 2500 %7 | ' 

25. একটি agaa কোণগুলি সমান্তর শ্রেণীভুক্ত এবং বৃহত্তর কোণটি 
"es কোণটর (4991 কোণগুলিকে রেডিয়ানে নির্ণয় কর। 


fem sea 
কোণের ভ্রিকোণমিতিক অনুপাত 


( Trigonemetrical Ratios of Angles ) 


24. মনে কর, একই সমতলে хох’ সরলরেখা। ও YOY’ সরলরেখ। 
পরস্পর ww এবং উহার! ০ বিন্দুতে মিলিত হইয়াছে। সরলরেখাদয় পরস্পর 
o বিন্দুতে яч হওয়ার ফলে সমগ্র таб চারিটি পাদে বিভক্ত হইয়াছে। 
প্রথম পাদ হইল xov, দ্বিতীয় পাদ 
vox’, তৃতীয় পাদ Х'ОҮ', চতুর্থ পাদ 
Y'OX| মনে কর, ОА সরলরেখা 
০-কে কেন্দ্র করিয়া ox অবস্থান হইতে 
ঘড়ির কাট! যেদিকে ঘোরে তাহার 
বিপরীত দিকে qaal OA অবস্থানে 
আসিল। ইহার ফলে ХОА কোণটি 
উৎপন্ন হইল এবং কোণটি হইল ধনাত্মক 
সুক্মকোণ। কারণ /ХОА 90° 
অপেক্ষা ছোট | এইভাবে ০-কে Pa 
করিয়া ox অবস্থান হইতে আরম্ভ করিয়। বাম আবর্তে ( anticlockwise ) 
Чї! oA রেখা oxeam সহিত যে সকল কোণ উৎপন্ন করিবে তাহার 
সবকটিই ধনাত্মক কোণ হইবে । আবার ОА রেখা। ০-কে কেন্দ্র রিয়া OX 
অবস্থান হইতে ঘড়ির কাট! যেদিকে ঘোরে তাহার দিকে ঘুরিয়া চতুর্থ পাদে 
xoa, কোণটি উৎপন্ন করিল। এই কোণটি হইল খণাত্মক won 1 
এইভাবে ox অবস্থান হইতে ০-কে কেন্দ্র করিয়া ОА রেখা ডান আবর্তে 
( clockwise ) {ПП ০%-এর সহিত যে সকল কোণ উৎপন্ন করিবে তাহার! 
সকলেই «Тт কোণ হুইবে। 

যদি কোণগুলি ধনাত্মক হয় এবং ОА সরলরেখা 

(i) প্রথম পাদে থাকে তাহ! হইলে উহাদের পরিমাণ 0° এবং 907-8 
মধ্যে হইবে। 


চিত্র_6 
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(i) দ্বিতীয় পাদ থাকে তাহা হইলে উহাদের পরিমাণ 90° ও 180° 
এর মধ্যে হইবে। 

(1) তৃতীয় পার্দে থাকে তাহা। হইলে উহাদের পরিমাণ 180° ও 270° 
এর মধ্যে হইবে। 

(у) চতুর্থ পাদে থাকে তাহা হইলে উহাদের পরিমাণ 270° ও 360" 
এর মধ্যে হইবে। 

আবার ষদি কোণগুলি খণায্মক হয় এবং ОА রেখা 

(0 চতুর্থ পাদে থাকে, উহাদের পরিমাণ 0° ও —90° এর মধ্যে হইবে। 

(i) তৃতীয় পাদে থাকে, উহাদের পরিমাণ —90° ও —180° এর মধ্যে 
“а! 

(1) দ্বিতীয় পাদে থাকে, উহাদের পরিমাণ —180°в —270° এর 
মধ্যে হইবে। 

(iv) প্রথম পারে থাকে, উহাদের পরিমাণ — 270° ও —360° এর মধ্যে 
হইবে। 

মনে কর, OA রেখা ০%-এর সহিত 760° কোণ উৎপন্ন করিল। তাহ 
হইলে আমর! বলিতে পারি যে, ОА রেখা ox হইতে বাম আবর্তে সম্পূর্ণ দুইবার 
ঘুরিয়া 40° কোণ উৎপন্ন করিয়াছে। কারণ 760°=360°х2-Е40° | 
এক্ষেত্রে OA রেখ! প্রথম পাদে অবস্থিত হইয়াছে । আবার মনে কর, ОА 
রেখা ০%-এর সহিত —785' কোণ উৎপন্ন করিল। তাহা হইলে আমরা 
বলিতে পারি যে, ОА রেখা Ох হইতে ভান আবর্তে সম্পূর্ণ দুইবার ঘুরিয়! 65° 
কোণ উৎপন্ন করিয়াছে। কারণ —785° = —360^x2—65' | এখানে OA 
রেখা চতুর্থ পাদে অবস্থিত হইয়াছে। 


মন্তব্য  বূর্ণায়মান ОА সরলরেখাকে Generating line বা! Radius 
vector বলা হয়। 


22. -কোণান্ুপাতের "ধনাত্মক বা খণাত্মক fous £ 

মনে কর, প্রতিটি চিত্রে XOX’ হইল *-অক্ষ এবং YOY’ হইল Y-অক্ষ এবং 
উহার! পরস্পর ০ বিন্দুতে ач | 

মনে কর, ০ বিন্দু হইল чач | 

মনে কর, ০/-এর দৈর্ঘ্য r ফুট এবং ОА রেখা OX হইতে বাম আবর্তে 
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ঘুরিয়া xoa কোণ উৎপন্ন করিল। মনে কর, /৯০৯.৪। A বিন্দু হইতে 
xox'-«s উপর AN ww টান। আবার মনে কর ОМ=а ফুট এবং 
NA — b ফুট। 


51—10 


ণ নং চিত্রে Z XOA = 0° এবং ইহা TFTA 1 
bi 
a 
এই চিত্রে ৪-এর স্থানাঙ্ক (এ, b) |. অতএব আমরা! বলিতে পারি 
A-এর »-স্বানাঙ্ক j 
r 
A-এর *-স্থানাঙ্ক 
ғ 
*_&-এর yatata 
fan б = এর স্থানাঙ্ক 
এখানে দেখা গেল generating line ОА যদি প্রথম পাদে থাকে তাহা 


আমর! জানি, sin o=}, cos ө°*=°, tan 6°= 


sin 0°= 


cos 0° = 
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হইলে যেহেতু a, b, সবই ধনাত্মক অতএব কোণাঙ্পাতগুলি সবই ধনাত্মক 
হইবে। 
8৪ নং চিত্রে ZXOA-0 এবং ইহা স্থলকোণ।  A- স্থানাঙ্ক 
(—а, +b) 
sin 6° = p ০০১ 0° = HE tan 0 — -. 
এখানে দেখা! গেল generating line ОА দ্বিতীয় পাদে অবস্থান করিলে 
কোণান্থপাতগুলির sine এবং উহার অন্োন্যক cosecant শুধুমাত্র ধনাত্মক 
হইবে এবং বাকী সব чаї হইবে | š 
9 নং চিত্রে OA রেখ! তৃতায় পাদে অবস্থিত এবং 0-49 মান 180° ও 
2707-43 মধ্যে হইবে | 
/-এর স্থানাঙ্ক (- a, —b) 
sin 6°= OL cos 0°= - 4, tan mS. 
r P a 
এখানে কোণান্থপাতগুলির শুধুমাত্র tangent এবং ইহার অন্টোন্যক 
cotangent ধনাত্মক এবং বাকী সব খণাত্মক | 
10 নং চিত্রে ОА রেখ! চতুর্থ পাদে অবস্থিত এবং 0-43 মান 270° ও 
360^-«3 মধ্যে 9814 | 
S. А-Я স্থানাঙ্ক (а, — b) 


sin 0^ = = 5, соз 0°=“ tan 0°= бф 
r r a 


এক্ষেত্রে কোণান্ুপাতগুলির শুধুমাত্র cosine এবং ইহার অন্তোন্যক 
secant ধনাত্মক এবং বাকী সব 41% 1 

Ох অবস্থান হইতে OA রেখাটি ধনাত্মক বা sepe যে-কোন কোণ 
উতপন্ন করুক না কেন উহা Cq পাদে অবস্থান করিবে সেই অনুসারে 
কোণান্গপাতগুলির ধনাত্মক বা Sine Positive | АП Positive 
«dus চিহ্ন নির্ধারণ কর! হইবে। (ধনাত্মক ) (ধনাত্মক ) 
নিম্নলিখিত চিত্রটির সাহাধ্যে কোণান্থ-. Tan Positive | Cos Positive 
পাতগুলির চিহ্নসযূহ মনে রাখা সহজ (ধনাত্মক ) (ধনাত্মক ) 
via | 

OA প্রথম পাদে থাকিলে কোণান্থপাতগুলির সবগুলি ধনাত্মক | 

OA দ্বিতীয় পাবে থাকিলে শুধু sine ধনাত্মক 1 
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ОА তৃতীয় পাদে থাকিলে শুধু tan ধনাত্মক | 
ОА চতুর্থ পাদে থাকিলে শুধু cos ধনাত্মক হইবে। 
sin, tan, cos ধনাত্মক বলিলে উহাদের অন্টোন্তক গুলিও ধনাত্মক হইবে। 


13. একটি নিদিষ্ট কোণের (0) সহিত সংযুক্ত কোণসমূহের 
কোণানুপাত š 

L 9-এর যে-কোন মানে (-) কোণের কোণানুপাত 

মনে কর, OA রেখা! Ох হইতে বাম আবর্তে ঘুরিয়া 4১০9 এবং ডান 
আবর্তে НП &XOA'— — 0 উৎপন্ন 
করিল। 

১০১/-এর উপর A বিন্দু হইতে 
AN WW টান এবং উহাকে এমনভাবে 
বধিত কর যেন ০//-কে A' বিন্দুতে 
ছেদ করে। 

এখন AON ও А'ОМ ত্রিভুজ 
দুইটির মধ্যে ZNOA= ZNOA' 
(যেহেতু কোণ দুইটির সাংখ্যমান 
সমান) 

এবং /АМО=/А'МО 
( যেহেতু প্রত্যেকে সমকোণ ) 

ом সাধারণ 4151 .'. ОА=ОА'. 

** ত্রিভুজ দুইটি সর্বতোভাবে সমান। 

с. fügs দুইটির অনুরূপ বাহগুলির সাংখ্যমান সমান। সাংখ্যমান 
হিসাবে AN=A N 

কিন্ত AN ধনাত্মক এবং A'N eth | 

A'N—-—AN এবং OA-OA' 


sin w =)= - Ac sin 0. 


ON 
= = — =cos 6 
cos (—0)= ES OA 
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উহাদের অন্তোন্যকগুলি হইতে আমরা পাই, 

cosec ( — 0)= —cosec 0 

sec (— 0) = + sec Ө 

cot (— 0)= — cot 6. 

IL. 0-এর যে-কোন মানে (90 — 0) কোণের কোণানুপাত 

মনে কর, OA রেখা Ox হইতে বাম আবর্তে ЧІ /XO0A—0 উৎপন্ন 
করিল। 

আবার মনে কর, ০/-এর সমান আর একটি সরলরেখা OA' এইরূপে বাম 
আবর্তে {ШП ০+-এর সহিত 
মিলিয়। যাইয়া 90° (Z xov 
=90°) কোণ উৎপন্ন করিল 
এবং পরে OY হইতে বিপরীত 
দিকে (clockwise) ЧП 
ZYOA'=0 কোণ উৎপন্ন 
করিল। ইহার ফলে Z ХОА’ 
=90°—0 হইল। A 8А 
হইতে ১৯০৮-এর উপর 
ঘথাক্রম়ে AN ও А'М' gx 
টানা হইল। 

AON' ও AON ত্রিভুজ দুইটির মধ্যে 

ОА'М' = একাস্তর /ҮОА'= ZNOA 

LA'N'O—- ZANO (৮ প্রত্যেকে সমকোণ ) 

এবং ОА'= 0А .', faga দুইটি সর্বসম | 

,, মাংখ্যমানে A'N = ОМ, ОМ'=АМ, ০৪০৪ 

আবার ON ও A'N' একই (реце এবং A'N’ ও ом একই (bm 

,,এবং OA ও ОА উভয়েই ধনাত্মক 1 
A'N' ON 


in (90 —6) =si — 
sin —0)=sin ХОА =—— ——*- COS 
) ОА' OA 1 


° 


% — , 
cos (90° — 6) = cos ХОА' = 5 i 


N= —=sin 0 
А' ОА $ 


— Iy’ 
tan (90°—0)=tan XoA'» ^N — ON 
( ) ONE ER TSS 
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উহাদের অন্যোন্তকগুলি হইতে পাই, 
cosec (90° — 6) 5০০9 
sec (90+-&)- cosec 9 
cot (90* —$;—tan 0. 


HI. 6-44 যেকোন মানে (90° +6) কোণের কোণানুপাত 
মনে কর, OA রেখা Ox হইতে বাম আবর্তে (ধনাত্মক দিকে ) ঘুরিয়া 
ZXOA-8 কোণ উৎপন্ন 
করিল। ইহার পর OA অবস্থান 
হইতে একই দিকে আরও এক 
সমকোণ (90°) থুরিয়া ОА” 
অবস্থানে আসিল। ইহার ফলে 
Z XOA' 2 / AOA'4- / ХОА 
=90°+0 হইল। xox'-«a 
উপর А ও A' হইতে যথাক্রমে 
АМ ও A'N' ag টানা হইল। 
ANO ও A'N'o এই ছুইটি 
সমকোণী ত্রিভুজ হইতে আমরা পাই, চিত্র_13 
অতিভুজ ০/- wfegs ০// ( উভয়েই ধনাত্মক এবং সমান ) 
এবং ZANO= ZA'N'O=1 সমকোণ। 
Z AON —90' — / АОҮ = ZAOA'— ZAOY 
= Z YOA' — Z OA'N' 
ত্রিভুজ দুইটি সর্বসম 1 
ON — A'N' (সাংখ্যমানে ) 
AN — ON' (আংখ্যমানে ) 
ON ও A'N’ উভয়েই ধনাত্মক এবং AN ধনাত্মক, ON” খণাত্মক | কাজেই 
ON'- —AN. 


A'N' ON — 
sin (90° Mu 4৫০০০ ` 
AN_ _ 
cos (90° +৪)-%7- pi^ sin 0 


tan (90° +=. ON —cot 0 


20 ত্ৰিকোণমিতি 


উহাদের অন্তোন্যকগুলি হইতে আমর! পাই, 

cosec (90° +0) = + sec 9 

sec (90° + 0) = — соѕес Ө 

cot (90° + 0)= —tan 0 

Зач sin 140° = sin (90*-+ 50°)= cos 50° 
cos 140° = соз (90°+50°)= — sin 50° 
tan 140° = (ап (90° + 50°)= — cot 50° 
cosec 140° ০০5৩০ (90° + 50°) = sec 50° 
вес 140° = sec ( 90" + 50°)= — cosec 50° 
cot 140°=cot (90°+50°) = _ tan 50° 


IV. 6-এর যে-কোন মানে (180^ — 0) কোণের কোণানুপাঁত 


উৎপন্ন করিল । আবার ОА 
{фп ох’ অবস্থানে আসিল 4 


মনে কর, OA রেখ! Ох অবস্থান হইতে বাম আবর্তে (ধনাত্মক দিকে ) 
{її Zxo^-0 কোণ Y 

রেখা ox অবস্থান হইতে বাম 

আবর্তে 2 সমকোণ (180) 

এবং পুনরায় ox অবস্থান. X 

হইতে বিপরীত দিকে o কোণ. . 

їп ол’ অবস্থানে আদিল । 

ইহার ফলে Z ХОА'= Z XOX" 


[4 
— £X'OA' —180* - 6 x 
( যেহেতু Lx'oa'=0 ) ба—14 
xox'«ag উপর А ও A হইতে যথাক্রমে AN ও AUN! ач দুইটি টানা 
হইল। 


ANO ও A'N'O এই দুইটি সমকোণী ত্রিভুজ হইতে আমর! পাই, 
অতিতুজ oA= অতিতুজ OA’ (উভয়েই ধনাত্মক ও সমান )। 
LAON= LA'ON' ; 
САМО = Z A'N'o- 1 সমকোণ 
ত্রিভুজ দুইটি সর্বসম। 
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সাংখ্যমান হিসাবে AN — AIN' এবং উভয়েই ধনাত্মক এবং ON-—ON'| 
কিন্তু ON ধনাত্মক এবং ON” ঝ্ণাত্মক। কাজেই oN'= — oN 


dE: К АМАТ 
. sin (180 975A Sgk nnt 
$; 
cos (180+-৪)- М, =- ОМ = coso 
OA ОА 
° A'N' АМ 
ta —0)z:——,— ——= = tan 0 
n (180 —60) O REOR a 


উহাদের অন্তোন্যকগুলি হইতে আমর] পাই, 
соѕес (180° — 6) = cosec 0 
sec (180° — 0) = —sec 0 
cot (180 — 9) = —cot 0. 
উদ্দাহরণ। sin 130° = ѕіп (180° — 50) —sin 50° 
cos 130° —cos (180° — 50) = -cos 50° 
tan 130^ —tan (180° — 50°) = —tan 50° 
cosec 130° = cosec (180° — 50°) = cosec 50° 
sec 130^ = sec (180° — 50°) = — sec 50° 
cot 130° = cot (180° — 50°)= —cot 50° 
V. 9-এর যে-কোন মানে (180^ +) কোণের কোণান্ুপাত 
মনে কর, OA রেখা OX অবস্থান হইতে বাম আবর্তে ঘুরিয়া L X0A=0 
কোণ উৎপন্ন করিল। আবার oA, 
অবস্থান হইতে একই দিকে থুরিয়। 
OA' অবস্থানে আদিল। এখন 
AOA' একই সরলরেখা হইল। 
ইহার ফলে ZXOA'—-180 +0 
হইল। 
xox'4q উপর A ও A 
হইতে যথাক্রমে AN ও А'М' AT 
টানা হইল। ANO ও A'N'O | 
ত্রিভুজ দুইটি হইল সমকোনী » 
ত্ৰিভূজ | fsa—15 
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afspr 0A= অতিভুজ ОА' ( উভয়েই ধনাত্মক ও সমান ) 
ДАМО = /А'М'О=1 সমকোণ 
Z AON — Z A'ON' 
faga দুইটি সমান। 
সাংখ্যমানে AN =А'М' কিন্তু АМ ধনাত্মক এবং А'М' ঝণাত্মক | 
А'М'= —AN 
সাংখ্যমানে Ом=ом' কিন্তু ON ধনাত্মক এবং ON' 411 | 


S. ON'2 -ON 


Xe MA ACN SIN 1 
.. sin (180 Te cam img 
° ОН! ON 
cos (180+9)-০,,- = —cos 0 


Li 
tan (1804-0) - ^N, — ^N — tan ө 
ON = 


উহাদের অন্যোন্যকগুলি হইতে পাই, 
০০১৩০ (18049) — ০০১৩০ 6 
sec (180 --0) = —sec 0 
cot (18049) =cot ө 
উদ্দাহরণ। sin 220° = віп (180° 40°) = - sin 40° 
cos 220° = соз (180° + 40°) = — cos 40° 
tan 220° = (ап (180^ -- 40") = tan 40°, 


বিকল্প প্রমাণ ( Alternative proof ) š 


(90°46) কোণের যে কোণান্থপাত নির্ণয় কর! হইয়াছে তাহা হইতে 
180+9 কোণের কোণান্ুপাত নির্ণয় কর! সম্ভব | 

sin (180^ +) = sin (90°+90° +0)= sin {90° + (90 +)! 
=cos (90 +0)= —sin 6 

cos (180* 4- 0) = cos (90° --90" -- 4) = cos 190 -- (90° +) 
= —sin (90°+ 0) = — cos 0. 

tan (180^ +9)=tan (90 --90* + 0)=tan 190° + (90^ + 0) 
= — cot (90° +9) = tan 0 


— r NEE — ——WK P 
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VI. 0-48 যে-কোন মানে (2707 + 0) কোণের কোণীনুপাত 
sin (270° +0)= sin (180^ + (90° --0)) = — sin (90^ -- 0) = — cose 
cos (270° +0)= cos (180* --(90^ --6)] = — cos (90"--6) 

= —(- sin 6)—sin 0 


e4 pj Sin (27049) _ -Cos 0 _ _ 
tan (270° 4-0) cos (270-+9) iE cot 8 
উহাদের অন্যোন্যকগুলি হইতে পাই, 


cosec (270^ 4-0) — — sec Ө 
sec (27048) =cosec 9 
cot (270°+9) = —tan 0 
মন্তব্য ? পূর্বের ন্যায় চিত্র অঙ্কন করিয়াও জ্যামিতির সাহায্যে 
কোণান্ুপাত নির্ণয় কর! যায়। 
ҮП. 0-99 যে-কোন মানে (270° — 6) কোণের কোণানুপাত 
sin (270° — 0) =sin (180^ -- (90^ — 0)] = —sin (90° —5) 
= 7995 0 
cos (270° — 0) = cos Í180° + (90° — 0)] = — cos (90° — 0) 
= —sin Ө 
tan (270° — 0) = tan (180^-- (90° – 8)}= tan (90° — 0) ` 
-—cot 0 А 
উহাদের অন্যোন্তকগুলি হইতে পাই, : 
০০১০০ (270° — 6)= — sec 6 
sec (270°—Ө) = —cosec 0 
cot(270 —8) =tan ө я 
ҮШІ. (360 + 20) এবং (n x 360° + 6) কোণগুলির কোণানুপাত 
ঘূর্ণায়মান রেখা ОА, Ox অবস্থান হইতে বাম আবর্তে ঘুরিয়া ০%-তে 
অবস্থান করিয়। 9 কোণ উৎপন্ন করিল এবং পরে যদি OA রেখ! উভয় আবর্তে 
n সংখ্যক বার পুর] পাক ঘুরে তাহ! হইলে উহ! পুনরায় OA অবস্থানে আসিবে 
এবং উৎপন্ন কোণের পরিমাণ হইবে nX360° +9, n যে-কোন ধনাত্মক 


AV ч পূৰ্ণসংখ্যা | afama ঘূর্ণায়মান রেখাটির (ОА) শেষ 


অবস্থান হইল OA | 
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অতএব пх 36046 এর এবং ৪-এর কোণাম্পাতগুলি সমান ও 
সমচিহযুক্ত হইবে 1 
অনুরূপভাবে (nx 360° — 8)-44 এবং ( — 6)-48 কোণান্থপাতগুলিও এক 
হইবে। 
অতএব п একটি ধনাত্মক বা খণাত্মক পূর্ণসংখ্য। হইলে (n x 360° + 6) 
বা (2136) কোণের ভ্রিকোণমিতিক অন্কপাতগুলি +o কোণের 
অন্ুপাতগুলির সমান হইবে। 
/. sin (пх 360°+0)=sin (+9) 
cos (n x 360° +0) = cos (+0) 
tan (nx 360^ £0) - tan (+0) ইত্যাদি। 
যদি n=1 হয় তাহা হইলে 
sin (360°-++0,=$їп 9 
cos (360° +0) =соѕ Ө 
tan (360° --6) = {ап 9 
sin (360° — 6) 2 sin (—0) = —sin 0 
cos (360^ — 0) = cos (— 0) = — cos 0 
tan (360 —0)=tan (—0)= —tan 0 
এখন পর্যন্ত যে সকল সিদ্ধান্তগুলি-পাওয়া গেল তাহা সহজে মনে রাখার 
জন্য একটি নিয়ম নীচে দেওয়া হইল। 
নিয়ম з (1) যদি ০০9০৮ জোড়সংখ্যা +6’ হয় তাহা হইলে সাংখ্য- 
মানে ৪ কোণের sin, cos, tan ইত্যাদি যথাক্রমে 9 কোণের sin, cos, tan- 
এর সমান হইবে। 
fes? (sign) নির্ণয়ের জন্য ৪ কোণটির (тест ধরিয়া) সীমারেখা 
কোন্‌ পাদে অবস্থিত দেখিতে হইবে এবং ইহ! ঠিক করিয়া "All, sin, tan, 
соз” নিয়ম অনুসারে চিহ্গুলি নির্ণয় করিতে হইবে। অর্থাৎ এই নিয়ম 
অনুসারে এ পাদে sin, cos, tan ইত্যাদির যে চিহ্ন হইবে 0^ কোণের sin, 
cos, tan ইত্যাদির যথাক্রমে সেই চিহ্ন হইবে। 
(2) যদি ৫=90' * বিজোড় সংখ্যা +0" হয় তাহ] হইলে সাংখ্যমানে 
ө কোণের sin, cos, cot ইত্যাদি যথাক্রমে 9” কোণের cos, sin, tan ইত্যাদির 
чаара সমান হইবে এবং ইহাদের চিহ্ন গুলিও নিয়ম ()-এর মত হইবে। 
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কয়েকটি কোণের কোণান্ুপাত 

(i) sin 90° —sin (90^ 4-0) = sin (90° x 12-07) 
—cos 0 —1 

(ii) cos 90° —cos (90°+0°)=cos (90° x 1+0°) 
= —sin 0°=0 

(iii) sin 180° = sin (180° +0°)=sin (90° x 2+0°) 
= —sin 0°=0 

(iv) cos 180°=cos (180°+0°)=cos (90° x 2+0°) 
= —cos 0°= —1 

(у) sin 180°=tan (180^ 4-0) = tan (90* x 2+ 0°) 
=tan 0 71 

(9) sin 270* sin (2704-0) = sin (90° x 3--0) 
2-cos0 — — 1 

(vii) cos 270° — cos (270^ --0) = cos (90* x 34-0") 
—sin 0 =0 

(viii) tan 270° —tan (270^ 4-0) - tan (90^ x 34-0") 
= —cot 0° = - = 


(ix) sin 360°= sin (360'+0')=sin (90° x 4+0°) 


=sin 0 =0 
(x) cos 360° = cos (360° 4-07) = cos (90^ x 4+0) 
=соз 0 —1 
(xi) tan 360° = tan (360^ --0) ^ tan (90^ x 44-0") 
—tan 0°=0 


উদ. 1. মান নির্ণয় কর; sin 405° 

sin 405° —sin (90 x 5— 45°) 

aug 5 একটি বিগ্রোড় тап, অতএব 510-এর পরিবর্তে cos হইবে 
এবং যেহেতু 405 কোণটির সীমারেখা প্রথম পাদে অবস্থিত, অতএব sin 405 
এর চিহ্ন ‘47 বলিয়া facia মানের =й ‘4’ হইবে। 
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sin 405°= sin (90° x 5— 45°) = -- cos 45° 
=+ $ A: 2 
দ্বিতীয় নিয়ম ঃ 


sin 405" sin (360°+ 45°) = sin 45° 


ЗИП. 2. sin 390° cos 420'--cos (— 330°) sin (— 300°) এর 
মান নির্ণয় # | 

sin 390° соз 420° + cos (— 330") sin (— 300°) 
= зіп (360° + 30°) cos (360°--60°) +-соѕ 330° ( — sin 300 ) 

C. cos (—6)—cos 0 ; sin (—0)= —sin 0) 
= віп (360* 4-30") cos (360°--60°) — cos (360° — 30°) 

sin (360° — 60°) 
৯৪0 30° cos 60° — cos (90°х4— 30°) sin (90°х4—60°) 
—sin 30° cos 60' — соз 30° ( — sin 60°) 
—sin 30° cos 60°+cos 30° sin 60° 
Ph? Peeti | 
ЗТ. 3. ০-এর মান নির্ণয় কর (0°<0< 360°) যাহা 2 (0050 — sec*ó 
-2-0 কে সিদ্ধ করে। 

2 080205৩০৪20 
বা, 2(ап%0—(1-Мїап%)—2=0( ^. ѕес?0 = | --tan^6) 
বা, 2tan*'ó—tan*0—1—-2-0 

tan’ =3 

tan б= + v3 
VÉ tan б= УЗ হয় তাহা হইলে যেহেতু tan 9 ধনাত্মক অতএব 

৪ কোণের সীমারেখা প্রথম পানে বা w Sia পাদে অবস্থান করিবে। 
tan 9= v3-tan 60 —tan (180 `+ 60 ) 
$760 3240 
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আবার যদি tan ৪. — /3 হয় তাহা হইলে যেহেতু tan 0 খণাত্মক, 


অতএব 0 কোণের সীমারেখা দ্বিতীয় পাদে বা চতুর্থ পাদে থাকিবে। 
*. tan8- _ V3=tan (180°— 60°) —tan (360° — 60°) 


'.. 0=180° — 60^ = 120" 
বা, 6=360°— 60° = 300" 


আবার যেহেতু 0°<0<360° 
0-43 নির্ণের মান 60°, 120°, 240°, 300°. 


Spl. 4. প্রমাণ কর যে Е 1)” ==: যেখানে n যে-কোন 


পূর্ণসংখ্যা 1 
(1) মনে কর,% একটি জোড় পূর্ণসংখ্য| এবং п=2т ( m sym ) 


". sin eO co» এ [тх+(—1)*” | 
=sin [2ma + 8) = sin 6 =3- 
Gü) মনে কর, n একটি বিজোড় পূর্ণমংখ্যা এবং n=2m+1 (m যেখানে 
অখণ্ড সংখ্যা ) 
'. Sin beso 1)% cj" sin Qm DeC nnm d 
-sin (ami )- P 
=sin Qm [z- 3^ si (a -৪) 
=зїшр={- 
хаз}: 2m জোড় বলিয়া (-1)+”-1 
এবং 2т+1 বিজোড় বলিয়। (-1)”+- -॥ 


প্রশ্মমালা 2 
“1, মান নির্ণয় কর £ » 
(ü) cos 765° (iii) ul to 


(i sin 390 7 
(iv) ০০৪০০ 750° (v) cosec (— 1485) (vi) cos ( - 300°) 
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(vii) cot (1485) (viii) cos (— 1290°) 
(ix) ‘sin (— 1245") (х) tan (— 1020°) 
2. নিয্নলিখিতগুলিকে 45° কোণের নিয়ে ধনাত্মক কোণানুপাতে প্রকাশ 
33: 
(i) sin(—330') (ii) sin480 (iii) tan(—1385) 
(iv) cos (390°) 
3. প্রমাণ কর £ . 
G) 91754+(-1)” з}=-УЗ, n যে-কোন পূৰ্ণসংখ্যা |. 
G) ০০৮৭+01)2)- ky n যে-কোন "тал! 
(ii) tan ic 1)” кы lyn যে-কোন бяха | 


প্রমাণ কর ঃ 


sin 250°+tan 290° _ 


& cot200 --cos 340 ` 


"- 
Е Зл 

5. 25іп л-+-3 cos ro tan 21—0 

6. cos 306 + cos 234^--cos 1624 cos 18*- 0 

7. coto+tan (x -6)--tan[5 +0) ап (2x-6)-0 

8. sin*60"--cos*150"-Ftan* 120 --cos 180° — tan 135^ — 9 

9. sin 330° (ап 45^ —4 sin? 120 +2 cos* 135^ 4-sec*180^ 
--4 

2 tan* 30° з 46^. ০০19 4৭৮ 

10. itan" 30° + (вес? 45° - cot? 45°) 

— (соѕ? 60°+ ѕіп 120°) = 1 


jj, Sin (99 — 6) sin! 135 — 6) cot (90° + 9)..1 


en sin 0 cos 0 ^ 
মান Sd. 

1:2 
12. sin’ 2 + sin" ^ зіп" tsin" T 
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п x tan A tan 27 tan S tan z 

14. tan 25° {ап 35° tan 45° tan 55° tan 65° 

15. cos 0+cos (270^ 4- 0) — sin (270° — 6) + cos (180° +6) 
16. 6-43 মান নির্ণয় কর £ 

(i) tan0=—-V3, 270°<2< 360° 

(i) cos 6+ J3 sin 0—2, 0°<0<360° 

(iii) 2 cos* 0+sin 0=2, 0°<0<360° 

(iv) 2tan*0-Fsec*o—2, 0°<0< 360° ` 
(v) cot 0--tan 0=2 sec 0 

(vi) sin 8—cos 9 

(vii) %3 5৩০৪ »2 

17. প্রমাণ কর соз 9= -cos (9-180) 

18. প্রমাণ কর tan (nx -0)=tan 0, n যে কোণ পূর্ণসংখ্য। | 
19. যদি sec @ —2 হয়, tan 0 এর মান নির্ণয় কর। 


13. ta 


20. যদি cot 0— — i sin 0 এর মান কত? 
| ` 
21 যদি &, B, C একটি ত্রিভুজের তিনটি কোণ হয়, তাহা হইলে 


দেখাও যেঃ 
ü .. tan (e+c)+tan (c+ A) tan (A+B) _ 
tan (180^ —A)--tan (360° — B) -tan(540' — c) 


(ü) sin (A+B) - cos C —cos (A--B)-Fsin C 
22. যদি ABCD একটি চতুৰ্ভূজ হয় প্রমাণ কর, 
tan (A+B) tan (০+০)-০. 
2 2 


24. অভেদাবলী š 

মনে কর, A, B, C তিনটি কোণ। 

1. যদি A+B+C=x=180 হয় তাহ! হইলে কোণ তিনটির যে-কোন 
দুইটির যোগফল তৃতীয়টির সম্পূরক ( Supplementary ) হয়। 
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++ в+С=180°—А,С+А=180°—вВ, A--B—180 с 
(0 sin (8+c)=sin (180°—А)=$їп А 
sin (С+-А) =ѕіп 8 
sin (А-В) —sin С 
(ii^ cos (৪4০) =соѕ (180° - A) = —cos А 
cos (C+ A) = -cos В | 
cos (A+B)= – cos C 
Xii) tan (B-FC)-tan (180' - A)= —tan A 
tan (C--A) = -tan B 
tan (A+B)= - tan C 
2. যদি ৯+৪+০- x=180 হয় তাহা হইলে, 


A,B,C টি Я 
2127272790" হইবে। 


y 3» ? এই কোণ তিনটির যে-কোন দুইটির যোগফল তৃতীয়টির পুরক 
( Complementary ) হয় | 
^ CLA 


= EUH ^ B. °_ ০ 
2 3*279 *5790 


2*2799 7 T 2*2 2 
(i) sin (6+5) = sin (9o - 4) = cos ^ 
sin 5*2) = соз 
(+2) ০০০৪০ 
iij) cos (2-5) со 90 - ^) = sin 4 ^ 
cos 25] = sin 2 
c 
2 


cos(5+5)=sin 
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(ii) tam (5+5) = (ап (po - 3 = cot? 


tan (5+2) =cot 5 
tan (5 +5) ০০০৫০ 


পূরক ও মম্পুরক কোণগুলির ласа যে সকল সিদ্ধান্ত পূর্বে প্রতিষ্ঠিত হইয়াছে 
তাহাদের সাহায্যে তিনটি কোণের সমষ্টি 180° হওয়ার ফলে এ কোণগুলির 
কোণাঙ্ছপাত সংক্রান্ত অনেক প্রয়োজনীয় অভেদ эгет] যাইবে। 


З. 1. যদি А+в+С=л=180 হয় প্রমাণ কর, 
sin 2A 4-sin 28 --sin 2054 sin A sin B sin C 
যেহেতু A+B+C=180° 
2A+284+20= 360° 
C= 360° – (2А+2з) 

sin 205 5101 360° — (2A +2в)}= —sin (2A +28) 

sin 2А +ѕіп 28 4-sin 2C 

= (sin 2A --sin 28) -sin (2A 4-28) 

—2 sin (A +B) cos (А -8) – 2 sin (A+B) cos (A+B) 

—2 sin (A +B)[cos (А —8) —cos (A+B)} 

—2 sin (180° — c) x2 sin A sin B 

—2 sin C X2 sin A sin B—4 sin A sin B sin С 


উদ. 2. যদি A+B+O=180 প্রমাণ কর, 
tan 2А + tan 28 +tan 2С = (ап 2А tan 28 tan 20 


tan 2A--tan 28 
1 - tan 2A tan 28 
এখন, tan (2A + 28) = tan (360 2с) = —tan 20 
- — tan 2A--tan 28 
+. tan 267, _ гад 2A tan 28 
বা, -tan 2c+tan 2c tan 2A tan 28-tan 2A- tan 28 


^. tan 2A+tan 28--tan 2c = (ап 2А tan 28 tan 2C. 


আমর] জানি tan (2^ + 28) = 
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ЗТ. 3. যদি A+B+C=180 হয় প্রমাণ কর, 
T vs A Hd gs 
cos A-Fcos B +cos с=1+4 sin 2 sin 2 sin 5 


А+В+С=я 
cos С= соѕіл – (А-8) = — cos (A+B) 


cos A-Fcos В +соѕ C=2 cos ATB cos 


— cos (A+B) 


=2 cos (^3) cos (A9) -2 cos ^7? 1 


(2: cos А=2 cos* 2-1) 


=2 cos 


8481-২8-8৪ _ ১৯৯7৪ 
2 yM 


cos —cos— 
2a 


=2 cos (9০, -3)- 2sin $. sin ; atil 


ано) 


О оК в 
=4 sin) sin 2 sin ‚+! 
=4 sin? sin 5 sin 5+1 


উদ! 4. যদি А+В+С=л হয় প্রমাণ কর :— 


sin A-Fsin 87510 ০৯4 соз А cos 5 cos 5 


A+B А-В 


এখন, (sin A-Fsin B )+sin C—2 sin 2 608 
: c 
+2 sins cos 2 
Жыр AY A—t Co 
=2 sin (о 5).соз ^7 S sin 2° 
=2 соз © соз А6 2 sin S cos 5 


2 2 2 
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= cos сов EB вае 
cos 2০০5 - +5105) 


=2соѕ © 2 cos + sin [90"- -(^+е) J 


=2 соз [cos 3 84005 Ata) 


=2 ০2. А B. A B c 
cos 2 cos 2 cos 2 4০০১5 cos 5 cos p. 


প্রশ্থমীলা 3 


যদি A--B-FC— হয় 55151 হইলে প্রমাণ কর : 

1. sin 2A+sin 28 - sin 2С=4 cos A cos B cos C 

2. cos 2A+cos 28 -cos2c-1 —4 sin Asin B cos C ` 
3. tan 2A+tan 28+tan 2c —tan 2A tan 28 tan 2С 
4 


" ` i EE АВ, с 
sin A+sin B —sin C=4 sin 5 sin 5 cos 5 


5. cotA cot B +cot B cot c+cot C cot A—1 

6. cos*A--cos*B--cos'C--2 cos A COS B cos C=1 
2B 2С Ад. 92 ০ 

7. sin* 5 ^ sin 2 sin 2 21-2 sin, sin 5 sin > 


g. tan A--tan B tan c=tan A tan B tan C 

A B রি B C 
9. cot $t cot; t cot 975063 z cotz .cot 2 
10. sin (A--B —Ci+sin'B+C — A)-Fsin(C-- A —B) 

—4 sin A sin B sin C 
11. cos'A--cos'B —cos*c—1- 2 sin А sin B sin C 
B © c А E B. 
12. tan 5 tan 2460 5 tan 2720 5 tan চু! 
13. sin(B--2C)-sin (০+2৯)+ sin (А+2в) 
C—A A-B 


B= C 
=4 sin 2 sin 5 sin — 


@—3 
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14. 


15. 
{ап А= 


16. 
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sin? 2490 p sin? 57 1 -2 sin 5sin 5 sin ° 
ঘদি A--B-FC—2 এবং cos A= cos B cos ০ হয় দেখাও যে__ 
tanB+tan C 


чї A+B+C=5 হয় দেখাও যে tan A tan 8--tan B 


tan C--tan C tan A=1 


17. 


23. 


25. 


যদি A+B = C হয় দেখাও যে 
COS" A--eos*B --cos*C = 1 +2 cos A cos B cos C 


АЙ A--B--c—5 হয় দেখাও যে-- 
ѕіп?А +-ѕіп В + 5іпС=1 – 2 sin A sin B sin С 
cot +cot В +cot C— cot A cot B cot C 


যদি A+B+C=2x হয় দেখাও c— 
COS" A-- cos*B --cos*c = 14-2 cos A cos B cos C 


. যদি A--B-FC—7 এবং cos A= cos B cos C 


দেখাও যে tan А = (ап B+tan C. 

যদি A--B-FC-—0 হয় দেখাও ci— 

tan (A+B — C)-Ftan (B--C — A)--tan (c+ A—B) 
—tan (A+B ~ С) tan (в +С — A) tan (C--A—8) 


cos A+ cos B4-cos C—4 cos 5 cos 5 cos 2-1 


যদি A&+84+0=* এবং sin (^5) =" sin S 
nzi, 

ntl 

যদি A—B--C হয় দেখাও যে 

sin (А+8 4С) + ѕіп (A+8 — C)+ sin (A - B-FC) 
=4 sin A sin B sin C. 


প্রমাণ কর tan 5 tan 27 


Ssa ete 


মিশ্র কোণ ( Compound Angles ) 
( Addition and Subtraction Formulae ) 


зл. মিশ্র কৌণঃ ছুই «i তাহার অধিক কোণের যোগফল বা 
বিয়োগফলকে মিশ্র কোণ аса | 
যেমন A+B, A—B, A+B+C ইত্যাদি হইল মিশ্র কোণ। 


উপপাগ্ত 1 

প্রমাণ কর যে 

(i sin (А+В) =5іп A cos B+cos A sin B 

(ii) cos (А-В) — cos A cos В —sin A sin B 

যেখানে A ও B ধনাত্মক স্থক্মরকোণ ও A+B «90. 

() মনে কর, ঘূর্ণায়মান OX সরলরেখ। উহার প্রথম অবস্থান OX হইতে 
বাম আবর্তে খুরিয়। A কোণের সমান 
/৯০% উৎপন্ন করিল। 

পরে একই দিকে ঘুরিয়া B 
কোণের সমান ZYOZ উৎপন্ন 
করিল। ইহার ফলে ZXOZ2— 
A+B হইল। 

এখানে oz হুইল দূর্ণায়মান 
রেখার শেষ অবস্থান। ০2-এর উপর 
যে-কোন বিন্দু Р লও এবং Р হইতে 
ох ও ০+-এর উপর যথাক্রমে PM চিত্র 16 
ও PN әң টান। N বিন্দু হইতে OX ও PM-48 উপর যথাক্রমে NS ও 
NR яч টান। 

প্রমাণ : ром সমকোধী aga হইতে পাই, 


< А PM RM-KPR NS-FPR 
зіп (A+B)= sin POM= P= ср = OP 


36 ত্রিকোণমিতি 


—NS PR NS ON PR PN 

OP OP ON ` OP PN ` OP 

=sin A cos B+cos NPR tin B 
এখন ZNPR-90'— LPNR= ZRNO [. ZPNO-907] 
= ZNOS=A 

sin (A+B)=sin A cos B--cos A sin B. 
Ў ом 05-м 
(ii) পুনরায় соз (А+В) = cos РОМ = কি 


.O0S-RN OS RN OS ON RN PN 


OP “ОР OP ON'OP'PN'OP 
=с05 A cos B —sin A sin B ` [^ ZNPR-A] 


অনুসিদ্ধান্ত £ 
sin (A+B) sin A cos B+cos A sin B 
tan A+8)=————F.- = ——— — M M 
11 cos (A+B) cos A cos B —sin' A sin B 


sin A cos B , cos A sin B 

=С05 Acos B cos AcosB tan A-rtan B 
cos Асо$В  sinA sinB l-—tan A tan B 
COS ACOSB соз A cos B 


উপপাদ্য 2 


প্রমাণ কর £ 
(i) sin (A—B)=sin А cos B—cos A sin B 
(ii) cos (^ —B)-cos A cos B-Fsin A sin B 
যেখানে А ও В ধনাত্মক সুম্মকোণ এবং A7 B, 
মনে কর, ঘূর্ণায়মান ox রেখা 
উহার প্রথম অবস্থান OX হইতে বাম 
আবর্তে ঘুরিয়। А কোণের সমান 
করিয়া Zxov উৎপন্ন করিল এবং 
তাহার পর ডান আবর্তে ঘুরিয়া ৪ 
কোণের সমান করিয়া voz 
উৎপন্ন করিল। ইহার ফলে 4১০2 
=A-B হইল। 
ঘূর্ণায়মান রেখার অবস্থান হইল 
oz এবং Oz রেখার উপর যে-কোন ба 17 


Y 
Е 


P Def Ker ede tI a 
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বিন্দু লও। P বিন্দু হইতে Ox ও ০%-এর উপর যথাক্রমে РМ ও PN FT 
টানা হইল এবং м হইতে ০১-এর উপর NS লম্ব এবং 1-এর বধিতাংশের 
উপর NR ач টানা হইল | 

এখন POM সমকোণী ত্রিভুজ হইতে পাই, 

sin (A — B) - sin Pow c Ee CONSTET 


-NS RP NS ON RP PN 


OP OP ON'OP PN * OP 
—sin A cos B — cos RPN sin B 
এখন ZRPN-90'— Z PNR 
= LYNR ['.' ZPNY-90' ] 
=অনুরূপ /XOY-A 
sin (А-В) —sin A cos B—cos A sin В, 
J M 
(ii) cos (A-B)=cos ғом= 27.059 
_OS+NR OS NR 


OP “оР ТОР 
_ 0S ON NR NP 


гом ` ОР К NP ` ОР 


— COS A соз B+sin RPN sin B 
= cos A cos B+sin A sin B. 


অনুসিদ্ধান্ত : 
in (A—B) sinAcos B— i 
uh (а-в) = sin ( 6 со cos A sin В 
cos (A—B) cos А cos B+sin A sin B 


Sin А coSB cos A sin B 

—Cos A cos B _ B соз A cos B tan A-—tan B 
соз A COSB, sin Asin B. 1--tan A tan B° 
COS А COS B ' cos A cos B 


মন্তব্য £ উপরের প্রমাণগুলিতে A ও ধনাত্মক 710914, (A+B) 
এক সমকোণ অপেক্ষা ছোট এবং (A-B) ধনাত্মক ধর! হইয়াছে। AওB 
যে-কোন পরিমাণের কোণ হইলেও ঠিকমত চিত্র অঙ্কন করিয়! সংশ্লিষ্ট রেখা- 
গুলির ধনাত্মক 41 atas চিহ্নগুলিকে যথাযথভাবে লইয়া উপরের প্রণালীতে 
উপপাগ্গুলি প্রমাণ করা যায়। 
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কতিপয় অনুসিদ্ধান্ত £ 
wi 1. প্রমাণ কর ঃ 
(i) sin (A+B) sin (А-В) =5іп ‘А – sin?B = cos^B — COS” A. 
(ii) cos (A+B) cos (А-В) ০০১১. 51128 ল 00558 — sin" A. 
(i) sin (A+B) sin (^ — B) 
—(sin A cos B+ cos A sin B)(sin A cos B — cos A sin B) 
—sin? A соз" B— cos? A sin? B 
—sin? A(1—sin* B)— (1 —sin* A) ѕіп°В 
—sin? A—sin* B 
=(1 —cos° A) - (1- cos? B) 
‘= cos* B — cos* A. 
(ii) cos (A+B) cos (A-B) 
= (995 A cos B — sin A sin B) X (cos A cos B + sin A sin B) 
—cos? A cos? B —sin° A sin” B 
— cos? А (1—sin* B)— (1 — cos? A) sin? B 
— cos? А —sin? B—(1— sin? A) — (1- cos? B) 
—cos? B — sin* A. 
З. 2. প্রমাণ কর : Е 
cot A cot B- 1 
cot A + cot B 


cot A cot B+1 
cot B — cot A 


(ü) cot (A+B)= 
(ü) cot(A—8)-7 


() ০০৮৫৯+৪)-০০৯ (A+B) „COS A cos B — sin A sin B 


sin (A+B) sin A cos B+cos A sin B 
cos A cos B _ sin Asin B 
сіп А зіп В sinAsing [হর এবং লবকে 
Sin A A cos B , COS A sin B sin A sin B দ্বারা! 
+ —— 
sinAsinB 511 8508. ভাগ করিয়া ] 


-cot Aa ০০৫৪1, 


cot B+ cot A 


(ii) cot (А –в)= cos (A-8) _ cos A cos B+sin A sin B 


sin (A-8) sin TA cos B — cos A sin B 
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cos A cos B , sin A sin B 

sinAsinB sinAsing [ হর ও লবকে 
8H Aan B m e ` 

sin А cos В cos A sin В. sin А sin В “tal 
sinAsinB sinA sinB ভাগ করিয়া ] 


_ Cot A cot B+! 
cot B-cotA ` 


ЗИ. 3. (i) sin (А+В+С) (ii) cos (A+B+C) 
(iii) tan (A+B + C) 
(i), (ii) ও (iii. এর বিস্তৃতি fas কর। 
(i) sin (A+B+c)=sin {(A+8) +С} 
=sin (A+B) cos C+ cos (A +B) sin С 
= (sin A cos saos ^ sin B) cos C + (cos A cos B 
— sin A sin B) sin C 
=зїп A cos B cos C--sin B cos С cos А 
+sin C cos A cos B – sin A sin B sin С 
অথবা, sin А+В +С) 
sin ^ sin B sin С 
COSA cosB cos c 


Sin Asin B cdm 
cos A cos B cos C 


=со$ A cos B cos e| 


=cos A cos B cos C {tan A+tan B +tan C 
—tan A tan B tan C} 


(i) cos (A--B--C)- cos {(А+в)+с} 
=cos (A +B) cos C - sin (A+B) sin С 
= (cos А cos B —sin A sin B) cos С 
— (sin A cos B-- cos A sin B) sin с 
=cos A cos B cos C - COS А sin B sin C 
— cos B sin C sin А — cos C sin A sin B 
অথবা, cos (A+B+C) 
—cos A cos B cos С {1 -tan B tan C — tan C tan A 
—tan A tan В}. 
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(iii) tan (A4-B-FC)-tan {(A+B)+C} 
_ tan (A +B)+tan С 
- 1-tan (A+B) tan C 
tan A+tan B 
1 —tan A tan B 
. tan A-tan B 8 
" 1-tanA tanB 
_ tan A--tan B+tan C —tan A tan B tan C 
“Т {ап A tan B —tan A tan C —tan B tan C 
sin (A+B +C) 
cos (A -- BC) 


— —-rtan C 


xtan C 


অথবা, tan (A+B+C)= 


_ соз A соз B cos C (tan A--tan B+tan C-tan A tan B tan С} 


_ сов А cos B cos C {1 — tan ^ tan B — tan A tan C— —tan B tan С} 


_ tan A--tan B+tan C-tan A tan B tan C 
l tan A tan B — tan B tan C - tan C tan А" 


মন্তব্য з তিন-এর বেশী সংখ্যক কোণের ষোগফলের ত্রিকোণমিতিক 
ষিস্তৃতিসমূহ অনুরূপ পদ্ধতি অবলম্বন করিয়! নির্ণয় করা যায়। 


উদ্দা 4. মান নির্ণয় কর £ 
(i) sin 15° (ii) соѕ 15° (iii tan 15° 
(i) sin 15° —sin (45° — 30°) 
—sin 45° cos 30°— cos 45" sin 30° 


1 da ESI У1—1 
ET FLEE: নু 
(ii) cos 15°=соз з -30°) 
=с05 45° cos yt. sin 45' sin 30° 
1 p 1 _ 341 
mp 5 -J iE is ETE 


| "M »_ 3) tan 45°- tan 30° 
(if) tan 15° = tan (45 -30)— tan ту 


1748. J3-1,(43-1)(/3- 1) 

TuE 4341. (и3+1)(/3-1) 
V3 

4—23 
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Фе. 5. প্রমাণ কর £ tan (45 —A) - l—f8B ^ 
l+tan A 


tan (45' — 4) = tan 45 —tanA | 1—tan A 


I-Ftan 45 tan ^ l-Ftan ^ 
З. 6. প্রমাণ কর £ 


"Ace Seta 
tan (ALB) tan (A—8)- 512,458. B 
cos? A—sin* B 


বামপক্ষ = 518 (A+B) sin (А—в) _sin° A-—sin* B 
соз (A+B) cos (A-B) cos? A—sin* B (er. 1) 
Ф. 7. যদি A--B-FC a এবং cos A= cos B cos C হয়, প্রমাণ 
কর tan B +tan C = (ап A. 
tan B --tan c= sin B sin С 
cosB cos С 


..sin B cos C+cos B sin С 
cos B cos C 


соз A 

32. গুণফল, যোগফল এবং বিয়োগফলের পরিবর্তন ( Trans” 
formation of Products, Sums and Differences )$ 

Sine এবং Cosine-sx গুণফলকে যোগফল বা! বিয়োগফলের আকারে 
এবং যোগফল বা বিয়োগফলকে গুণফলের আকারে রূপান্তরিত করার পদ্ধতি 
নিয়ে দেখান হইল। 

প্রমাণ কর £ 

1. 2sin А cos B = sin (A+B)+ in (A - B) 

2. 2cos Asin B—sin (A--B)— sin (А _ B) 

3. 2 cos A cos B =cos (৯+৪)+০০5 (А — B) 

4. 2 sin A sin B= cos (A —B) - cos (A+B) 


5. sin c+sin D=2 sin CAD 555 5252 
2 2 
6. sin c —sin D—2 cos EH sin 5-р 
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7. cos C+cos D=2 cos CHD cos 5-р 
8. cos C-— cos D—2 sin E sin -— 
আমরা জানি зїп (A+B)=sin A cos B+cos А sinag ... (i) 
sin (A —B)=sin Acos B-cosA sinB -- (ii) 
(i) ও Gi) যোগ করিয়া পাই, 
2 sin A cos B=sin (A--B)--sin (A-B) = (1) 
(i) হইতে (ii) বিয়োগ =з পাই, 
2 cos A sin B=sin (A--B)-sin(A—B) -- (2) 
আবার আমরা জানি, 
cos(A +B) = cos A cos B — sin A sin B zz (її) 
cos(A — B)—cos A cos B +sin A sin B zm (iv) 
(iii) ও (iv) যোগ করিয়। পাই, 
2cos A cos B—cos(A-FB)-Fcos (A-B) > (3) 
(v) হইতে (1) বিয়োগ করিয়া পাই, 
2 sin A sin B—cos (А- B)-cos(A-cB)  -- (4) 
(1) এবং (2)-এর সাহাষ্যে একটি sine এবং একটি cosine«sz 
গুণফলকে দুইটি ѕіпе-ая যোগফল বা বিয়োগকল রূপে প্রকাশ করা হইল। 


(3).এর সাহায্যে দুইটি cosine«sa গুণফলকে দুইটি cosine-এর 
ষোগফলরূপে এবং (4)-এর সাহায্যে দুইটি 5/9৩-এর গুণফলকে দুইটি cosine- 
এর বিয়োগফলরূপে প্রকাশ করা হইল। 


এখন মনে কর, A+B=C,A—B=D 


2 
(1) হইতে পাই, 
sin C+sin D=2 9০০ соз cP ত (5) 
(2) হইতে পাই, 
C+D ০-০ 


sin C —sin D —2 cos j sin — er (6) 
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(3) হইতে পাই, 
cos ০4০০5 D =2 ০০৪০০ cos ০5০ (7) 
(4) হইতে পাই, 
০+০ ০-০ 


cos D—cos С=2 sin Wi sin —— 


বা, cos C — cos D=2 sin < sin >° " (8) 


মন্তব্য £ cos(A — B) — cos(A-t B) 
= — (cos(A-- B) — cos(A— В) 
= — {соѕ А cos B —sin А sin B — eos A cos B — sin Asin B} 
=2 sin A sin B 
^. cos (A+B)—cos (A—B)=2 sin A sin B 
=2 sin AX sin ( — B) 
cos C — cos D=2 sin 972 sin le 
баро স্থত্রগুলি মনে রাখা খুবই প্রয়োজন 
(1) 2 910 A cos B=sin (A--B)- sin (^—8). 
(2) 2 cos А sin B=sin (A-FB) — sin (A — B). 
(3) 2 cos A cos B=c08 (A+B)+ cos (A-B). 


(4) 2 sin A sin B=cos (A — B) — cos (A+B). 
(5) sin C+sin D=2 cos eT cos SE 
(6 sin c-sin D=2 cos eT sin E 
(7) cos C-- cos р=2 со £T? cos e 


TD 


(8) cos ০-০০১ p=2 sin s> i T. 


উপরের সুত্রগুলিকে নিয্নলিখিতভাবে লেখা যায় :— 
2 sin A cos B —sin ( Sum ) - sin ( Diff. ) 
2 cos A sin B =sin ( Sum ) - sin ( Diff. ) 
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2 cos A cos B—cos ( Sum )--cos ( Diff. ) 
2 sin A sin B —cos ( Diff.) - cos ( Sum. ) 
.. = – {соз ( Sum )— cos ( Diff. )} 

Sum of the two sines—2 sin (3 Sum) cos (1 Diff.) 
Diff. of the two sines=2 cos ( 1 Sum ) sin (1 411.) 
Sum of the two cosines—2 cos ( 3 Sum ) cos ( š Diff.) 
Diff. of the two cosines—2 sin ($ Sum) sin ( À Diff. ) 
উদ্দাহরণ 1. 2 sin 130 cos 70 

=sin (130--76)-- Sin (130 — 76) 

—sin 209 +sin 69. 
উদ্দা, 2. 2 cos 30 sin 109 

—sin (39 — 100) — sin (30—109) 

—sin 139 — sin (— 70) 

=sin 139—sin 70. ['.' sin (-6)— -sin 0 ] 
Vir. 3. cos 9 0 — соѕ110= 2 sin stile sin He» x 

=2 sin 10 0 sin 0. 


ЗИ. 4. দেখাও যে соз 20° cos 40° соз 60° cos 80° — 4 
ৰাম A=} cos 20° cos 40° cos 80° 

=} cos 20° š . 2 cos 40° cos 80° 

=} cos 20°( cos 120°+cos 40°) 

=} cos 20'(—1-4-cos 40) 

= -{ cos 20°+4 . 2 cos 20°cos 40° 

= — cos 20°+}(cos 60° + cos 20°) =3 cos 60° 

=$. 2= 15- 
উদ্দা. 5. দেখাও যে соз 80°+ cos 40°— cos 20°=0 
а = (cos 80 + соз 40°) — cos 20° 


=2 cos 60° cos 20°- cos 20° = 2X 2 cos 20°— cos 20° 


=0. 
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উদ্বা 6. যদি sin А= тіп B হয়, প্ৰমাণ жа: 


A—B m=] ATB 
tan তেন সু {ап > 


TE Jai লন ২, 
যেহেতু sin A—m sin В rrr 1 
sinA—-sinB m-1l X 

"b anATsins mi Comp S Die) 

A+B . А-В 
- 2 cos 3 sin 7 m-1 
2 sin 279 ^B и! 
z cos — 
‚ А+В A-B m-1 
বা, cot EO cae 2337 247] 
A-B т-1 1 

০০ ৮৮ LATE 

ot — — 
2 
^-B m-l A+B 

4] tan T 739 5° 

প্রশ্নমাল! 3 (A) 

1. মান নির্ণয় কর : 

(i) віп (157) (ii) cot 75°. 

2. মান নির্ণয় কর £ 


(i) cos (A —B) যদি cos A= Ë, cos B ={@ হয়। 

(ii) tan (A-B) যদি A— $5, cos B= হয়। 

(iii) sec (A—8), যদি sec A= 3g, cosec B = { হয়| 

(iv) cot (A —B) যদি cot А= 21, cot B =3⁄ 99 | 

দেখাও যে 

3. sin (30°— A) cos (60° - B) +cos (30° — A) sin (60°—В) 
=cos (A+B). 


4, sin А sin (B – с) +ѕіп B sin (C— A)+ sin C sin 
(А-в)=0. 


46 


= 
m 


14. 
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cos A+ cos (120° +A) +соѕ ‘120° = A)=0. 
sin (8 +C) sin (B — C)-F sin (C-F A) sin (c— A) 
+sin (A+B) sin (A — B) - 0. 


cos A-Fsin A 
cos A—sin A' 


tan (45° + A) = 
cot A — cot 2A = cosec 2А. 
tan 2A cot A— 1 = sec 2A. 
cos* A+ cos°(120° — A)--cos*(12 ° + A) =}. 
cos 38° 15' sin 68 15' — cos 51°45’ sin 21” 45' «4. 
x x . 17 * x 
cos (5—°) cos & <) -sin(ž-0) sin 6-3 


=sin (9+3). 


. sin 20 sin 0 --cos 20 sin 0 —sin 49 cos 0 — cos 40 sin 0. 


sin (B — C) sin c (c- A) „sin (^—8) -0 
соз В cos С cos Ссоѕ А cos A COSB Š 


. tan*A —tan*B =sin (A+B) sin (^ 8) 


Cos" A cos*B 
tan (2<— В) +(а0 ê «s 2<. 


* 1—tan(2<-—B)tan й 


sin 45146) sin (45°—0)= 080 ০২৪ 


V2 sin (a^) = sin A+cos A. 


sin (m-- 1) 9 sin (m 1) £ +cos (m +1) 0 cos (m—1) 0 
= cos 2 0. 
sn eh 


. tan («4-) tan (X 0) = co. 3 sin"? 


cos* (A — 8) + cos*f — 2 cos "ES COS A COS B 
= sin*A. 

зіп" (A — 8) зіп? +2 sin (4 —8) X cos A sin*B 
-sin* А, 


cos 8 —sin 8 
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24. যদি sin (<+B)=n sin («—£) এবং যদি nz —1 হয়, 
দেখাও যে__ 


вел cot f. 


ntl 

25. «f A-FB-FC— এবং cos A—cos B cos C হয়, দেখাও যে 
cot B cot C=}. 

26. যদি a cos (x+A)=b cos (x— A) হয়, দেখাও যে, 

(a+b) tan х= (а — b) cot А. 

27. যদি sin < зіп -cos« cos B+1=0 হয়, দেখাও cx 
1 4-cot < tan B=0. 

28. যদি A--B-FC— হয়, দেখাও মে sin*c— cos*A 4-cos*B + 
2 cos A cos B cos C. 


29. দেখাও ষে tan (A+B) +tan (А-В) = 1 37022 € 
JEN 1 


sin (A--B) tan A+tan B 
sin(A—B) tan A-tanB' 
যদি A--B--c—7 হয়, দেখাও যে tan A--tan B+tan C= 
tan A tan B tan C. 
32. "fW A-FB-FC—7, cos A=cos B cos C হয়, দেখাও যে 
oot B cot C=1' 
দেখাও c 
3. sin (B — C) sin (০ LI sin (^ — B) sin (А-В) _ọ, 
sin B sin C + 52858 ভা ANE 
34. tan(A--B)-tan (л в) = 80024 
tan (A+B) +tan (A -B)= তল 


tan < -{ап8— -tan y — tan < tan f tan У 
1 ап? апу + (ап > tan «tan < tan Ё 


30. দেখাও сч 


35. tan(«-/—»)-7 


প্রশ্মমাল। 3 (B) 
নিয্লিখিতগুলিকে যোগফল বা বিয়োগফলরূপে প্রকাশ কর : 
1. 2sin 59 cos 39. 2. 2cos 990 sin 50. 


3. 2 cos 116 cos 30. 4. sin 159 sin 30. 
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5. 2sin 25° cos 5°. 6. sin 45' sin 15°. 
7. isin (A+B) sin (A-B) 
Баб গুলিকে গুণফল আকারে প্রকাশ কর £ 


8. sin 30451) 50°. 9. sin 40° – ѕіп 30'. 
10. cos (A+B)— cos (A-B). 11. cos 50°+cos 60°. 
মান নির্ণয় #4: 


12. cos 40°-Есоз 80°— cos 20°. 
13. sin 20" sin 40° sin 60° sin 80°. 
14, cos 105" --cos 15°. 

15. cos 20" --cos 100*--cos 140°. 


প্রমাণ কর : 
16 sin A+sinB tan A+B cot A-B 
` sin A—sin B 2 pA 
17, Sin Ac sinB 4 ATEB 
` соз A--cos B ps 
18. sin 2A--sin ЗА _ ^ 
cos 2A —cos 3A gi 2 


19. cos 3A cos A—cos 4A cos 2A —sin 5A sin A. 
20. (sin 3A--sin A) sin A+(cos ЗА — cos A) cos A = 0. 
21. cos Ө cos (60° — 0) cos (60 -- 0) =} cos 30. 


22. cos (ž- 9] +০০5(5+9 = 4/3 cos 0. 


23. cos 40' —sin 80 "+sin 20°=0. 
24. COS 10°—sin 10° 


১2৪80 35. 


cos 10 4-sin 10 
25. COs 75 --cos 15°_ T 


cos 75 -sin 15 “` ' 


' 26. cos A+cos 3A--cos 7A--cos 9А 
= 4 cos А cos ЗА cos 5А. 


27, cot 20" --sin 20 


cos20 sin হি ° 2° ` 


28. 


29, 


30. 


31, 


32. 
33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


41. 
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sin 3A—sin A 


— —— - tan A. 
cos 3A4- cos A 


2x 2x T 
cos 8--cos| 40) cos í: -6)=0. 
sin 2A+sin 5A—sin A_ 
GORDA соз бА оовА 20 з 
sin 2A--sin 28 +sin 2С - sin 2(A+B +C) 
—4 sin (B+C) sin (C+ A) sin (A+B). 
4 cos A cos (120^ + A) cos (120° — А) = cos ЗА. 


cos A+ cos B +cos C--cos (A+B+C) 


26 B+C CA ০০৩ AFB 
=4 соз 5 cos 2 cos 2t 


sin 11A sin A+sin 7A sin ЗА 


cos 11A sin A+cos 7A sin reed " 


sin A--sin 2A+ sin 3A--sin 4A 


A 5A 
—4 cos А cos = sin —. 
2 2 


sin (A+B) -2 sin 4-Fsin (A — B) Чай А 
cos (A+B) —2 cos A--cos (А — B) А 


sin 7A —sin 3A —sin 5A-Fsin А 
Scr ML cigar 2 aee disd 1o И ызым Het буру 5 2А. 
cos 7A--cos ЗА — cos 5А — COSA jan 


যদি A+B+C=5 প্রমাণ কর, 
sin*A--sin*B--cos*c— 1 +2 cos А cos B cos C. 


যদি А+В+С= л হয়, প্রমাণ কর, 

COS" A 4-cos?B --cos*C —1—2 cos A cos B cos C. 

fü cos A-Fcos B= এবং sin A-Fsin B=} হয়, 
А+В_3 

প্রমাণ কর ап =+ 


যদি sin A+ sin B = a, cos A+cos B= b হয়, 


š А-В_ 4--а* -b* 
দেখাওযে tan n +з СУ, 


fa-4 


চতুর্থ asja 
গুণিতক কোণ এবং অংশকোণ 
( Multiple Angles and Submultiple Angles ) 


41. গুণিতক কৌণ £ A কোণের দ্বিগুণ কোণ 2A কোণ। অতএব 
2A কোণ হইল একটি গুণিতক কোণ। অন্ধরূপে ЗА, 4A, 5A ইত্যাদি কোণ- 
গুলি হইল গুণিতক কোণ | 

gi. 1. sin 2A=sin (A+A)=sin A cos A- cos A sin A 

=2 sin A cos A [` sin (A+B) 
=sin А cos B--cos A sin B ] 
sin 2A —2 sin A cos A. dy (i) 
ЗҮ. 2. соз 2А=соз (А-А) = cos A cos A7 sin ^ sin А 

—cos"A — sin*A 
—(1 —sin*A) - sin^A—1-2 sin*A 

বা, cos 2A—cos^A - sin*A 
= cos*A — (1 — cos*A) 


| 22c0os*A- 1 
*. соз 2A=cos*A — sin* A ^ (i) 
cos 2A ক 1 -2 sin*A et (iii) 
cos 2472 cos^A - 1. s (iv) 


Sw! 3. sin 2A=2 sin A cos A [ ( হইতে পাওয়া যায় ] 


2 sin ^ cos A e А 
= a AF sin A [` 15c0s*A--sin*A] 
2 sin A cos A 
COS" A NI M 
COSA ША  l-tan A 
соз А cos'^ 


2 tan ^ ec (v) 
I+tan'A 


'. sin 2A= 
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Bgl. 4. cos2A-cos*A-sin?A [ (йй) হইতে পাওয়া যায় ] 


cos? А — sin? A 
১ = 51058 COSA 
COS'A-Fsin*A COSTA , Sin A 

COS"A  COS"A 


703 —tan*A 
1-Ftan*A 
1 – tan?A : 
IF tana MM 
sin 2A_2 tan A i 2 
cos 2A | -tan*A (69 
অন্য প্রণালী tan 2a=tan (A+A) 
..tan A+tan A —2 tan A 
I—tan Atana 1l-tan*A' 
LA eu 
cos 2A, 1 - tan*A tan?A ` 
ЗИП. 6. cot 2A = sin 2A  2tanA  2tanA 


cos 2A— 


pi. 5. tan 2A= 


tan? A 
„об Ае 
2 cot A 
unt Tn 
cot DAS LE UA СОА 1... (vii) 


2 tan A 2 cot A 
উদ. 7. sin 3A—sin (2A-- A)= sin 2A cos A--cos 2A sin А 
—2 sin A cos A cos A--(1 - 25іп?А) sin A 
—2 sin A cos*A--(1 —2 sin*A) sin A 
—2 sin A (1—sin?A)-- (1 - 2 sin*A) sin A 
—3 sin A-4 sin*A (ix) 
gi. 8. соз 3 A=cos (2A- A) 
= cos 2A cos A —sin 2A sin A 
(2 cos" A—1) cos А -2 sin A cos A sin A 
= (2 cos” A—1) cos А—2 cos A sin” A 
—(2 cos* A— 1) cos А —2 cos A(1— cos* A) 
=4 cos* A—3 cos A © © (x) 
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tan 2A-Ftan А 
1 —tan 2А tan A 


Зе. 9. tan ЗА =tan (2A A) 


2tan A 
:|-tan* A 
" 2 {ап A 
1- =. 
1-tan* A {ап ^ 
_ 2080 Attan A—tan' A... (xi) 
1-3tan* A now 


+tan A 


42. অংশকোণ : 
কোন কোণের 1, $, d প্রভৃতি অংশগুলিকে এ কোণের অংশকোণ বলে। 


E А ইত্যাদি А কোণের অংশকোণ। 


2 
আমরা! জানি, 
sin 2A —2 sin A cos ^ E (i) 
cos 2A — cos? A- sin* А= 1—2 sin? A=2 соз? А 1 (ii) 
: 2 tan A PP 
sin 2A A EE (iii) 
1 -tan* A AN 
cos 2^ ans ^ (iv) 
_ 20908. 
tan 2A 7 tan' dan A T x (v) 
cot? А-1 j 
cot 2A 775 Cot A . EH (vi) 
1- cos 2A =2 sin’ А € (vii) 
1--cos 2A=2 cos* А T (viii) 
I+sin 2A = (sin A--cos А)? тэ (їх) 
1 —sin 2А = (cos A -sin A)” «# (х) 
1 – соѕ? А i Р 
tan” Арсов A T (xi) 
sin 34 —3 sin A – 4 sin” A I (xii) 
cos 3A=4 cos’ A—3 cos ^ m (xiii) 


3 tan A—tan* А 


1—3 tant A (xiv) 


tan ЗА= 


| 
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(i) হইতে (xi) পৰ্যন্ত সুত্ৰগুলিতে А-9 স্থলে 5 (2a এর жа? বা A 


বাইয়া) বসাইয়া এবং (хіі) হইতে (xiv) পর্যন্ত স্ত্রগুলিতে A-এর স্থলে 
3 анз আমরা যথাক্রমে নিমলিখিত স্ত্রগুলি পাই। 


| sin A=2 sin 2 cos 5 E (0) 
| = сов" ^- зіп? ^51-2 sin* ^ 
x cos A= cos 5 sin? 5 1 -2 sin 2 
| =2 cos? 23 E (ID) 
2 tan? 
sin а ат (Ш) 
1+1 5 
1-tan* 5 - 
cos Az ———- Á bas (IV) 
1+ їап* 5 
2 tan 2 
tan A=— (V) 
1-tan* ^ 
2 
cot? 2-1 
cot A= - et (VI) 
2 cot ^ 
2 
1—cos A=2 sin° ? (УП) 
1++соз A=2 cos" 2 (VIII) 
17510) A= > 


sin = --cos sF এ (IX) 


| 
1 -sin A= (sin = cos^]' -(eo55- sin ү” (Х) 
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tan? A „l= cos A m " 
tan =F cos A (х0) 
sin А= 3 sing -4 90823 EE (XII) 
cos A—4 ০০০৪ -3 ০০১৪ 52 (хш) 
3tan ^ tan*^ 
tan A= —À — E 1 (XIN) 
1—3 (ап? 3 


А 


এখন যেহেতু 1—с05 A=2 91072 


cos А=1—2 віп?» 


al, sin =) (1 —cos А) 


sin $= + vill - cos A) x: (1) 


আবার যেহেতু cos A=2 cos* 5 — 1 


A 


cos* 57 M17 cos A) 
cos 2 = t V} 1০০09 A) E н (2 
А 1—cos А 
এবং tan == + санада পুন 
2 I+cos А (3) 


চিন্ত mara অনিশ্চয়ত৷ ( Ambiguity of Signs ) : 

А কোণের পরিমাণ না দেওয়ার ws কোণটির সীমারেখা যে-কোন পানে 
হইতে পারে। লীমারেখাটির অবস্থান নির্ণয় করিয়া sin 5, cos 5, tan 5 
এর স্বান ধনাত্মক হুইবে яп খণাত্মক UR নির্ণয় করা eq | 


š কোণের সীমারেখা প্রথম ও দ্বিতীয় পাৰে থাকিলে “А11, sin, tan, 
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соз এই নিয়ম অনুসারে sin 5 এর মান ধনাত্মক হয়। 2 এর মান প্রথম ও 
চতুর্থ পাদে থাকিলে cos 5 এর মান ধনাত্মক হয়। এর মান প্রথম ও 


তৃতীয় পাদে থাকিলে tan 5 এর মান ধনাত্মক হয়। অন্তান্য পাদে উহাদের 
মান ধণাত্মক হয়। 
অতএব 5 কোণের পরিমাণ দেওয়া থাকিলে চিহ্ন সম্বন্ধে কোন অনিশ্চয়তা 


থাকে না। 


43. sin А দ্বারা sin 5 ও cos 2 এর মান নির্ণয় £ 
যেহেতু sin? 500s" 2-1 01) 


এবং 2 sin 5 cos 5=sin A $547 42) 


(1) ও(2) যোগ করিয়া পাই, 

(sin 5+ созо) = 17510 A 
7. sin cos 5= + J1+sin A 743 
(1) হইতে (2) বিয়োগ করিয়া পাই, 

(sin 3- cos Aj =1-sin A 
ч sin 5-cos 57 + Vl _ ভা) A Aa у 
(3) ও (4) যোগ করিয়| পাই, 
sin 9 £jv 1+sin a +3 Vi-smA 7705) 
(3) হুইতে (4) বিয়োগ করিয়া পাই, 


cos 57 +) V 1 sin А zjvi-sn^ ^- (6) 
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চিন্ত সম্বন্ধে অনিশ্চয়তা ( Ambiguity of signs) š 
sin 5+ cos 5- 52 sin $7 ২2 cos 

б АУЕ A el: 
= 20511 5 yate 5 A) 
= 4205) cos সু +০০5 5 sin 1) 
= / 2 sin (51). 

অন্ূপভাবে orit যায় sin 5 — cos 2 V2 212-3). 

কোন কোণের সীমারেখ! প্রথম ও দ্বিতীয় পাদে থাকিলে উহার sine 


খণাত্মক হয়। 
DEC কোণের সীমারেখা প্রথম ও দ্বিতীয় পাদে থাকিলে sin 5 


cos 5 বা V I sin A ধনাত্মক হইবে। 

আবার (3-1) কোণের সীমারেখা প্রথম ও দ্বিতীয় পাদে থাকিলে 
sin 5-০05 ঠ বা %1 зіп A ধনাত্মক হুইবে। আর «wt. পাদে 
মানগুলি খণাত্মক হইবে। 

অতএব ঠ এর মান জানা থাকিলে JI--sin А এবং %1 sin A 
এর (бе সন্ধে কোন অনিশ্চয়তা থাকে না। 


44. tan ^ দ্বারা tan 5 এর মান নির্ণয় £ 


2tan А 
আমরা জানি, tan A= ———— 
«А 
1 - tan 2 


tan ^ tan* 5+2 tan Адап А=0 
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ইহা একটি দ্বিঘাত সমীকরণ 1 ইহাকে সমাধান করিলে আমরা পাই, 
52402770205 x(—tan A) 


мала 2 ША 
_ —2*+ /4+4 tan a _ -2+2 J1-tan*A 
2tan A 2tan A 


1 be Vi-ctan*A 
tan A я 


মন্তব্যঃ 5 কোণের সীমারেখা প্রথম ও তৃতীয় পানে থাকিলে 8 2 
ধনাত্মক হয় এবং অন্ত পাদে থাকিলে খণাত্মক হয়। অতএব 2 এর পবিমাণ 
দেওয়া থাকিলে চিহ্ন সম্বন্ধে কোন অনিশ্চয়তা থাকে T 1 

4.5. 18", 36°, 54°, 72° কোণের কোণানুপাত নির্ণয় £ 

মনে কর, A=18° 

5А =90° š 4 
বা, 2A+3A=90° বা, 24=90° – ЗА 
sin 2А —sin (90° – ЗА) = соз 3A 


বা, sin 2А = 4 cos*A—3 cos А 
['." cos ЗА =4 соз?А—3 cos A] 


বা, 2sin A cos A=4 cos"A—3 cos A 
['.' sin 2422 sin A cos A] 
বা, 2sin A cos А =cos A(4 cos*A — 3) 


বা, 2sin A—4 ০০১*৯-3 
[এর মান 18° হওয়ার 99 cos А0 ] 


aj, 2sin A=4 (1 —sin*A) - 3—1 —4 sin*A 


বা, 4 51042 510 A-1-70 


зи একটি দ্বিঘাত সমীকরণ | 
Š ৫022 44.(— 1) _ ERR 
< sin Asm 2x4 


যেহেতু А=18', অতএব sin  ধনাস্মক। 
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১", “উপরের sin А দুইটি মানের ধনাত্মক মানটি লইতে হইবে। 
sin 18°=4(V5-1) 
আবার cos 18'— V1-sin* 18°= %1_-40/5-1)5 
= /10+2 V5 
cos 36°= 1-2 5105 18°=1—2{}(У/5—1)}#=1—-1(6-2 v5) 
=#8( V5+1)=1( V5+1) 


sin 54°= sin (90° —36°)=cos 36`=1( V 5+ 1) 

cos 54' = соз (90° - 36°)=sin 36-1 10-2 v5 

sin 72° =ѕіп (90° — 18°) =соѕ 18° =1 ৮1042 v5 

cos 72° = cos (90° — 18") = ѕіп 18°= 4(У5-1) 

ЗИП. sin 15” соз 15"-এর মান নির্ণয় কর। 

যেহেতু (SP +45) 41 60° কোণের সীমারেখা প্রথম পাদে অবস্থিত, 
অতএব sin 15° -- cos 15'— + V1-rsin 30 = ViTje V3 - (i) 


আবার যেহেতু (3x30'-45*) 91. —30* কোণের সীমারেখ। চতুর্থ 
পাদে অবস্থিত, অতএব cos 15' - sin 15°= + V1 -sin 30 = Vi-1 


=v} "e (ii) 
(i) в (ii) যোগ করিয়া পাই, 
«1/1/7773: Та УУ 
ied Sd 7t "2E. 
(i) হইতে (1) বিয়োগ করিয়া পাই, 
এ পুরি 
sin 15 -— vu gt 


46. 3 কোণের এবং ইহার গুণিতক কোণগুলির কোণানুপাত 
নির্ণয় 1 
sin 3'—sin (18 — 15) =ѕіп 18' cos 15 — cos 18° sin 15° 
11১4. 3, (V31). 1 in 3-1 
=(уз 1৮৮৮৮ 
=A V5— 1 V64- /2)-$/5+ V$x(v3-1) 
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“сов 3^ —cos (18^ — 15°) =соѕ 18° cos 15°+ sin 18° sin 15° 
s Fra 5-0» Ср 
=4(V3+1) v5+ T+ V5—1)(v6— v2). 
এখন পর্যস্ত 3^, 15°, 18°, 30°, 36°, 45-এর কোণান্থপাতগুলি পাওয়া 
গেল। উহাদের সাহায্যে 3'-এর যে-কোন গুণিএক কোণের কোণান্থপাতগুলি 
পাওয়া যাইবে । কারণ 6/—36/ — 30°, 9©—= 45°— 36°, 12'= 30° – 18°, 
21°=36°—15°, 24° = 30° — 6° ইত্যাদি। 
3°-এর কোন গুণিতক কোণ 45° অপেক্ষা বড় হইলে উহার পূরককো'ণ 
45° অপেক্ষা ছোট হইবে। অতএব এই পুরককোণের কোণান্ধপাত হইতে 
45° অপেক্ষা বড় 3*-এর গুণিতক কোণগুলির কোণান্থপাত: নির্ণয় কর! 
যাইবে | যেমন, sin 57°= sin 33°= sin (36° — 3°) ইত্যাদি | 
ЗТ. 1. sin 2A-এর মান নির্ণয় কর. যখন (i) sin a= 
(ii) cosA=$ (iii) tan А=ў. 
(i) sin 2A=2 sin A cos A=2 sin A V1— sin*A 
-2xjv1-45-1x$- 88%. 
(ii) sin 2А=2 sin A cos A=2 cos А V] —cos?A 
-2.$Vi-M-1f 


ТРАУТ, 2 (апА ১১288. 
(Ш) sim 2А Paga T ER © 


উদ্দা. 2. sin 3/-এর মান নির্ণয় কর যখন cos চান 
sin A= УТ—соз*А= V1- $ 
sin 3A=3 sin A — 4 sin°A=3. $— 4.(8)° 


еу 
=} V10+2 v5x ( 


= - 418 = h. 
উদ. 3. যদি 2 tan <=3 tan f হয়? তবে প্রমাণ কর, 
sin 28 
tan (< — 8) $c 
3 ЕЧ 
tan (< й) = tan«-tan? _ 2 tan f Dm d 


1 *tan < tan й 143 tan B.tan B 


ত্রিকোণমিতি 
tan ñ 1 sin 8 
D OP = _2 cos f 
3 tan? 3 sin*$ 
1+5 (ап? uL ден 
1sinf А 
>й 2 cor): 450 ji — 2sinf cos ó | 
4 cos*B4-3 suc &vos Er 4 cos" 4-6 80 
2০০5 
€ sin 28 - i sin 28 
4(cos* B--sin* B) +2 sin? 8 4--(1— cos 28) 
— sin 28 
5 —cos 28° 


উদ্দা, 4. প্রমাণ কর £ 


tan ЗА — tan 2А —tan A —tan ЗА tan 2А tan А 
বামপক্ষ —tan (2A4- A) – tan 2А – (ап А 


_ tan 2A--tan A 
1 —tan 2A tan А Wk 205 tan. 


tan 2A+tan A- tan 2A —tan A+ 
(tan A--tan 2A)(tan 2A tan A) 
1 – tan 2A tan A 
.. tan 2A--tan A РЕР 
1 - tan 2А tan А 


= (ап (2A+ A). tan A tan 2А —tan 3A, tan 2А, tan A. 
উদ. 5. A eB xfi ধনাত্মক সুক্মকোণ এবং 


=3 cos 28-1 E 
cos 2А= ই হয়, প্রমাণ কর tan A= v2 tan f. 


43 cos 23-1 
em 3 —соѕ 28 
1 1 — cos 2А 


| — — (3 —cos 28) — (3 cos 23 — 1) 
I+ cos 2А (3 — cos 23)+ (3 cos 22 — 1) 


[ যোগ ও ভাগ প্রক্রিয়া! ] 


_4-4 соѕ 28 __„ 1 – соѕ 28 
2+2 соѕ28 ^ 14005 28 
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2 sin*A. 2 sin*$ 
2cos*A ^ 2cos'$ 


বা, tan*A-2 tan'?f 


tan A= + 4/2 tan f. 


যেহেতু А-6 ধনাত্বক কোণ, J. tan A, tan f এ ত্যেকেই ধনাত্মক | 
'. tan A= V2 tan £. 


бю. 6. যদি tan 5= 1-е tan 5 হয়, প্রমাণ কর যে 


1+е 
cos ৪৯০০৪ ৯7৪ 
1—е 095" 
А_ /fl-e в s 1-е 28 
tan 5— 252 PAL tan ATE tan 5 
zl, tan* 5= ТЕ tan* 5 
1 — tan*? 1-tan* 2 
cos В = < COS A= A 
з 
1+(а0*, 17620. 5 
‚з А 
1127৮ 2 
ДЕРЕ ВА 1—e 2А 
"A 1 tan 1. cos 2 
2 176 2^ 2^ 
1+ 7 tan 2 16910. 2 
I+ — — 
| ы ЖЕЙ; 
со$ 


$^. ine А 
01-6) сов 2 1116) sin 2 


"n Hj WEN 
(1 — e) cos 1+) sin? 2 


y Icos? 5 — sin? 5) -е (cos? 5 sin* 3) 
(sin? 5 +cos° A =# (соз? 5 — sin? 5) 
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—Cos A—e ch зА. зА 
V асс | s соз A=608 5 sin А) 
প্রশ্নমালা 4 
মান নির্ণয় কর : 
1. sin 2А, যখন sin A 711. i 
2. . cos 2A, যখন cos А= $. 
3. sin ЗА, যখন sin A73. 
4. cos ЗА, যখন cos A= 
5. tan A, যখন sin 2A —13. 
প্রমাণ কর £ 
sin2A _ 
6. I-cos*A cot A. 
1—cos 2A-- sin 2A . 
7. iXcos2A-ksin 2A ^" ^ 
8. cot A —tan A—2 cot 2А. 
ZI. 
9, C05 8А tan 8A 
১৮774 їап 2А 
соз 4А 
+ 
A+B 
10 sin A+sin B _ о 2 
sinA—sinB ` {ап (22 EE 
11, ОСА (80 ^ Zoo, 2A 
` cot A+tan A ; 
12. tan A+cot A—2 cosec 2А. 
i sin 2А 
13. 16০5 ZA tan A. 
14. 1#Мма А layqa 


1 -tan* A 


28. 


29. 
30. 


31. 


32. 
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їап 2А 
tan A 


= 1 + sec 2А. 


cos*A — sin*A = соз 2A. 
cos^A + sin^A =1(1 +3 cos? 2A). 


Cos°A — sin*A = cos 2A — 1 sin 2A sin 4A. 


l - cos A+sin A an А 
1 +cos А + sin A F 
СОЗА SINA sec 2A~tan 2А. 


cos А+ sin A 


in? in? 
- sin°B 
AEA =tan (A+B). 
sin A cos A — sin B cos B E: 


l+sin 2А + cos 2А 
1 «-sin 2A - cos 2А 


cot A--cot (60° + A) - cot (120° + А)=3 cot ЗА. 

sin^A + sin*(120"-- A) - sin" (240^ + A) = —š sin ЗА. 
V3 cosec 20° - sec 20 —4. 

tan (45^ +A) – tan (45° - A)=2 tan 2А. 


=со{ A. 


. (a) sin 8A =8 sin A cos A cos 2A cos 4A. 


(b) (i) cos? A cos 3A-Fsin* A sin ЗА = cos?2A. 


sin А +5іп 2А 


— = A. 
(0 1 -- cos А +-соѕ 2А " 
.:, COS'0-Fsin*0 ` 1: 
~~ <= l- n 20. 
(iii) cos » + sin ñ 2 El 


_ cot? A—3 cot A 
cot ЗА = 3coPA-1 


4 sin*A cos 3A--4cos?A sin ЗА = 3 sin 4A. 
cos? (45° — A) — sin” (45^ — A) ^ sin 2A. 


4tanA-4tan'A _ 


faa Aer 1—6 tan*A--tan*A ` 


х cos 0 —1 হয়, দেখাও যে cos 20 =1. 
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34. 


35. 


36. 


31. 


38. 
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যদি tan A= cos 28 হয়, দেখাও যে sin 2A= 1 —{ап*в. 
1+tan*B 


যদি tan 0 =b হয়, দেখাও যে а соз 29-- b sin 20 =а. 
AXES * en габа 593-25 * cot 2A 
2" í sin 2A 


=tan A- tan B. 


যদি sin A+ sin В =a, cos А+ cos B= b হয়, Ate যে 


n^? J-a -b 
———=+ 
re PRA 


যদি cos A-Fcos B=} এবং sin A+ sin B=} হয়, 


প্রমাণ কর :— 


cos A4-cos* (A3) cos (^ -3)-8. 
=4 


MES IL 
sin 10° cos 10 
cos (120° — A +cos A-F cos (120* -- A) = 0. 
tan (45+4 A) - tan (45° — A) 22 sec 2А. 


cos A cos (3-4) cos (3*4)-1 cos ЗА. 


tan 6° tan 42 tan 66 tan 78 5515 
cot 6° cot 42 cot 66° cos 78 = f 


পঞ্চম অধ্যান্স 


ত্ৰিকোণমিতিক সমীকরণের সাধারণ সমাধান 
( General Solutions of Trigonometrical Equations ) 


51. পূর্বেই আলোচন! কর! হইয়াছে যে, এইরূপ অনেক কোণ হইতে 
পারে যাহাদের ত্রিকোণমিতিক অন্পাতগুলির মান একই। উদাহরণস্বরূপ 
বলা যাইতে পারে যে, যদি sin 0—1 হয়, তাহা হইলে 0-99 ক্ষুদ্রতম মান 
30'| কারণ sin 0=}=sin 30°, S. 0=30°| এখন যেহেতু 
সম্পূরক কোণগুলির sine সমান হয়, অতএব sin 150-এর wq RA | 
অর্থাৎ sin 150' —sin 30°=1. 

এইভাবে দেখা যায় যে সমস্ত কোণের 30° অথব| 150° হইতে পার্থক্য 
360+এর সম্পূর্ণ গুণিতক (Complete multiples of 360") সেই সকল 
কোণেরও sine ( বস্তুত: কোণানুপাতগুলিও) সমান হইবে । এইসব ক্ষেত্রে 
30°, 150°, 390°, 510, — 330°,— 210° প্রভৃতি কোণগুলির sine সমান হয় 
অর্থাৎ? হয়। 

অনুরূপভাবে ЇЙ cos 0— 5 হয়, তাহা হইলে ৪-এর মান 45°, 315°, 
405,-45",-315 প্রভৃতি মানগুলির যে-কোন মান হইতে পারে | আবার 
যদি tan Ө= v3 হয়, তাহ! হইলে 0-49 মান 60°, 240°, 420°, — 300° 
প্রভৃতি মানগুলির যে-কোন মান হইতে পারে। অতএব ত্রিকোণমিতিক 
সমীকরণ সমাধানের জন্য যেসব কোণের ত্রিকোণমিতিক অন্থপাতগুলির মাম 
সমান সেই সকল কোণগুলিকে প্রকাশ করিবার জন্য সংক্ষিধ সাধারণ রূপ 
প্রয়োজন। 

52 কোণানুপাত শুন্য হইলে সাধারণ কোণ নির্ণয় £ 

(0 যর্দি কোন কোণের sine $g হয়, তাহ! হইলে এ কোণের কোন 
বাহস্থিত একটি বিন্দু হইতে অপর বাহুটির উপর যে атт উৎপন্ন হয় তাহা чә 
হয়। পরপৃষ্ঠার চিত্রে 

singe ^C _ 


অতিভূজ вс 
fa—5 
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sin 9 শূন্য হইবে যদি aw AC ча হয়। কিন্তু ইহা সম্ভব হইতে পারে যদি 
ওঁ কোণের বাহু দুইটি একই সরলরেখায় অবস্থিত হয়। অতএব এই সকল 
কোণ নিশ্চয়ই x বা 180-এর জোড় 
(even) a1 বিজোড় (odd) গুণিতক 


হইবে। . 
sin 0=0 হইলে б=пх 
হইবে, N 
যেখানে %-এর মান ҸӘ অথবা А В 
ধনাত্মক বা খণাত্মক পূর্ণসংখ্যা। চিত্র--18 


(ü) কোন কোণের cosine ҹӱ হইলে ভূমির পরিমাণ শূন্য হয়। 


উপরের চিত্রে соз ec s. | 


cos 0 শূন্য হইবে যদি ভূমি АВ শূন্য হয়। কিন্তু ইহা সম্ভব হইবে যদি 3 
কোণের বাহু দুইটি পরস্পর লম্ব sq | 


,', এ কোণের পরিমাণ নিশ্চয়ই E 5 99 বিজোড় গুণিতক হয় (অর্থাৎ 


WE CIR ORT Te 
ju 155 917 ইত্যাদি)। 


যদি cos 0—0 হয়, e=(n+1) 2 হইবে, যেখানে ॥-এর মান 
ҷӯ বা ধনাত্মক বা! খণাত্মক যে-কোণ opns] 1 
(i) бап 0=0 অর্থাৎ যদি 9790 হয়, ভাহা হইলে 
sin 0=0 হইবে। 
tan 0=0 হইলে 0—nx হইবে। 
অনুরূপে cot 0=0 হইলে cos 0 =0 হইবে | 
cot 0=0 হইলে 0=(2n-+-1) ঠ হইবে। 


মন্তব্য £ 5০০৪9 ও cosec 0-43 মান শূন্য হইতে পারে ন!, কারণ উহাদের 
সাংখ্যমান কোন সময়েই 1 অপেক্ষা ছোট হয় না। 


আনা সার 
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5.3. যে কোণগুলির sine সমান তাহাদের সাধারণ মান 


মনে কর, sine দেওয়া আছে | আবার মনে কর, < হইল ক্ষুত্রতম ধনাত্মক 
কোণ যাহার 912০ প্রদত্ত sine-42 সমান এবং 0 অপর যে-কোন একটি কোণ 
যাহার sine প্রদত্ত sine«43 সমান। 
+. sin6-sin«| 
এই সমীকরণ হইতে 0-44 এমন সাধারণ মান বাহির করিতে হইবে যাহ! 
atai এই সমীকরণটি সিদ্ধ হয়। 
sin 6—sin < 
sin 0 —sin « —0 


0+< e 
বা, 2 cos —— sin =o. 


sin P7) =° বা, cos (৮৮-০ ^ 
যদি sin (54-0 হয়, তাহা হইলে dy ms হইবে। 


অর্থাৎ 0= < +2mx= হইবে | 


afi cos (^75) =0 হয়, তাহাহইলে 05 (2m+1) 2 হইবে 


অর্থাৎ o= —«-(2m-F1l)r হইবে | т যেখানে pg অথবা যে-কোন 
ধনাত্মক বা খণাত্মক পূৰ্ণসংখ্যা, সেইহেতু দেখা যাইতেছে যে *-এর সহিত л- 
এর জোড় গুণিতক এবং _»-এর সহিত বিজোড় গুণিতক সংযোজিত হইয়াছে। 

একত্রে বল! যায় যে, নির্ণেয় কোণের সাধারণ রূপ 0=n=+(- 1)"4, 
যেখানে n 9 বা ধনাত্মক বা খণা ত্বক পূর্ণসংখ্যা 

আবার ЧЇЙ cosec 0 = ০০9০০ < হয়, তবে sin 0=sin < হইবে। 

যে কোণগুলির cosecant সমান তাহাদের পূর্বের মত নির্ণেয় 

কোণের সাধারণ রূপ হইবে 0=॥#+(- 1)"; m যেখানে শৃন্য বা যে-কোন 
ধনাত্মক বা খণাত্মক পূর্ণসংখ্যা। 

54. যে কোণগুলির cosine সমান তাহাদের সাধারণ মান 
নির্ণয় г 


68 ত্ৰিকোণমিতি 


মনে কর, cosine দেওয়া আছে এবং < ক্ষুত্রতম ধনাত্মক কোণ এবং ৪ 
অপর যে-কোন একট কোণ যাহাদের cosine প্রদত্ত cosine-44 সমান | 


;. соз 0=cos < 
বা, соѕ 0 –соѕ «=0 


947 উই 
41, 2 আচ sin ৪7 =0 
4 ২:৪০. 
sin —— = = বা, sin — -0 


যদি sin T =0 হয়, — sts =nx 
ql 0-2nx-«. 


আবার যদি sin ito হয়, 0= «2n: 


এখানে দেখ! যাইতেছে যে < e — < উভয়ের সহিত asas জোড় গুণিতক 
সংযোজিত হইয়াছে। 
*, নির্ণয় কোণের সাধারণ রূপ ০-2%4:*, ॥-এর মান ҸӘ বা 
ধনাত্মক 41 খণাত্মক АЛ | 
মন্তব্য sec 0—sec < হইলে cos 9= 005 < zU | যে সকল কোণের 
secant সমান, পূর্বের মত নির্ণেয় কোণের সাধারণ রূপ হইবে 0— 23 + <, 


5.5. যে কোণগুলির tangent সমান তাহাদের সাধারণ মান 
নির্ণয় $ 
মনে কর, tangent দেওয়। আছে এবং ক্ষুদ্রতম ধনাত্মক কোণ < এবং 9 
অপর 5 একটি কোণ যাহাদের tangent প্রদত্ত tangent-« সমান | 
tan 0 = (ап < বা. {апо (ап < = 0 
sin 6 sin «_ 
T cos 0 cos < 9 
বা, sin 0 cos < — cos 0 sin *-0 
cos 9 cos « 
sin (1-4) _o 


বা 
' cos) cos < 


৮৪১5), E oe 


-— -0 
COSÓCOSX x 
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1 ^. inea 
কিন্ত ETRY হইতে পারে না। কারণ কোণের cosine-<z 


মান ০ হইতে পারেনা। 
sin (j — <)= 0 S. 0-<x=nx 
4, 0=<+nz. 
fafa কোণের সাধারণ রূপ o=, n=0 অথবা ধনাত্মক 4] 
খণাত্মক পূর্ণনংখ্যা। 
মন্তব্য $ cot 0=cot < হইলে tan 9-19 < হয়। পূর্বের মত facín 
কোণের সাধারণ রূপ 0 = nx+ <. 
নিয়ের সূত্রগুলি মনে রাখা খুবই প্রয়োজন i 
n=0 বা যে-কোন ধনাত্মক বা খণাত্মক পূৰ্ণসংখ্যা 1 
(i) sin 0=0 হইলে б=лх 
sin 0=Sin < হইলে, 0 —nz-F(— 1)"< 


sin à—1-—sin 5 হইলে, 6—2nt4 5 


sin 6— —1-sin (-3) হইলে, ৪2৮2 


x 


(ii) соѕ0=0 হইলে, 0=п2+5 


2 cos 0=cos < হইলে, 0 =2nx +< 
cos 0=1 হইলে, 0—2nx 
cos 0= — 1 হইলে, 0—2n2-2 
(iii) tan 0 —0 হইলে, 0 = 1% 
tan 6—tan < হইলে, 0—nx +x 
(iv) cot 0=0 হইলে, 9০4 
cot à —cot < হইলে, 0—nx--« 
উপরের স্ুত্রগুলি ভ্রিকোণমিতিক সমীকরণের সমাধানের wy প্রয়োজন 
হয়। নিয়ে উদবাহরণের সাহায্যে সমাধানের পদ্ধতি ও স্থত্মগুলির ব্যবহার 


প্রণালী দেখানো হইল। 
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Sm. 1. যদি sing = УЭ, তাহা হইলে 0-а সাধারণ রূপ নির্ণয় 
কর। 
3.7 Ж 


in 0=—— =sin = 
sin 2 3 


0=nx-+(—)" 1! ইহাই হইল асі সাধারণ রূপ। 


ИІ. 2. সমাধান কর £ 
sin 0+ ২3 cos 0= V2 7 SC) 


এখানে (1)*--(V3)'—4, উভয় পক্ষকে নু বা 2 দ্বারা ভাগ করিয়! 
পাই, 


К V3 Му 
3 sin 0+— cos $2.75 s n (2) 


* ছি ১৬৫ # 1 
বা, cos 3 sin 0-Fsin 3 COS e= 
4l sin (0+5 5) =й z 

и. 9+5 =па+(-1)" Z 

.. 0m nz--(—1) 2-5 


yi. 3. সমাধান 93: tan;6-Ftan 26-ktan 9 tan 20=1 
tan 0 --tan 2925 1 —tan 9 tan 29 


tan 0-Ftan 20 — X 
বাঃ 1—їап 0 tan 20 | 41, tan (264-5) 1 


বা, tan 30=1=tan 3 SO 32m M 
4 
4 =n | x 
"tatg 


ЗІ. 4. সমাধান жї: 
cos 0-- %3 sin 6০2, —2х<0<2х 
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cos 0+ v3 sin 0—2 
উভয় পক্ষকে ২1৮+0%5)* বা 2 দ্বারা ভাগ করিয়া পাই, 
1 cos 242 sin 0=1 


বা, cos © соз ০4510 3 sin б=1 


বা, соз(ө— 7) = 1 = cos е" $ 0-3= =2дл 


0=2л14 


॥=0 হইলে, 9= + n= -1 হইলে,৪-- ы 


এখানে দেখা যাইতেছে যে, 4-এর মান £ *— = উভয়েই _2₹ ও 2% 


এর মধ্যবর্তী | 
ЗҮ. 5. সমাধান কর £ sin m 0+sin n 0=0 
sin m ০4511) n 0=0 
4, sin m 0= —sin n 0=sin (—n 9) 
m 6—kx--(—1)(—n5) 
বা, ime(-1)'mp-kx c 
T RE E: 
Im+( - Dn} 
উদ. 6. সমাধান #4: acos0--b sin 9+c=0 
এইরূপ ভ্রকোণমিতিক সমীকরণের সমাধান করিতে হইলে, মমীকরণটিকে 
Уа*+Ь দ্বারা [ অর্থাৎ V(cos 0 এর siet )*+(517) 6 এর mt )* ] 
ভাগ করিতে হইবে এবং তারপর অগ্রসর হুইবে। 


9 = 


а 1777 EE 
72 cos G+ УШЫ sin 0+ Уа 0 


cos 9+ 


t a p п 0= – =: 
9^ Vato" Va! b? V a*-Fb* 


মনে কর a=r cos <, b-r sin « এবং TI TII 


ত্রিকোণমিতি 
ra b 
Ма*+ b* =, tan <=” 
a ১:৯২ লরি দন বলে 
“Уа Or Varus 
এখন প্রদত্ত সমীকরণটি হইবে 


cos 0 cos «-Fsin x sin @=соз Й, [«, б сті জ্ঞাত আছে ] 
cos (0 — <) = cos Ё. 
8—«-—2nx t£B,n-0,1,2, 32. 
6 —«--2n2 + B, নির্ণেয় সাধাস্ণ স্মাধান। 


প্রশ্মমালা 5 
সমাধান কর £ 
1. (i) 51094 V3 cos 0—1 Gi) cos 9--510 6— » 
2. sin 6+c0s ০-7 3. 2 sin*0-ksin*26-2 
4. 2cos*0-r4 sin*0—3 5. sec?6 —3 cosec'6—0 
6. cos 20 —sin 6 cos 0=0 
Т. (1) cot 0 —tan 0—2 (ii) tan 8-Fcot 0-4 


8. cos 3 0-Fcos2 04 cos 06—0 9, sin 50-Fsin 0 = іп 30 
10. (i) tan 0 —cot 0=0 (ii) tan 6--cot 20-2 

11. 2sin 0 sin 30=1 12. sin 40+sin 050 

13. cos v+cos 30 +cos 50+cos 76 — 0 

14, 2cos*0-r-4sin*6 —3 15. cos 0+sin 0= — ২2 
16. cos 0--tan.0 — sec 0. : 

17. sin 50 cos 30 —sin 96 cos 70 

18. ০০৫০ соё 20-2 19. cos 39 — sin 6— cos 50 
20. tan 0-Ftan 20--tan 36 = (ап 0 tan 20 tan 30 


21. tan (o) напа - 0) - 4 
22. tan 6--tan 20 —tan 36, 
23. tan 6--tan [4+9)-2 


24. соѕ т 9--cosn 6—0 
25. sin 0-Fcos0— V2, —-л<б<х 


— idis w “বব npa UND eus ei cii কারান T মি হর সার 


26. 


27. 
28. 
29. 
30. 
31. 
32. 
33. 
34. 


33i 
36. 


37. 


38. 
39. 


40. 
41. 
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(i) ৮3 sin 60+sin 0=1, _ 29422 
(ii) 2 sin*o-Fsin 0=3,0°<0< 1000* 
sin 0+2 cos 0- 1=0 
tan*0 — (1+ J3)tan 0+ ২350 
tan 0 --tan 20--tan 36 —0 
tan*0 4-cot^6 — 2 
sin 20 tan 941 _ sin 20+tan 6. 
cos ০4510 à = cos 23-- sin 29 
4 sin 4971 50 
cos 0 - sin 6—cos <+ sin < 
sec 49 - sec 20 —2 
cos 69 +cos 40 —sin 39--sin 0 


cos 99 cos 70 = cos 59 cos 30, -2<0<2 


cos 0 —sin 0 = —x<0<x 


Е 
v2 
4 sin 0 cos 0+2 cos 3—1—2 sin 0, 0<0<я 
cot 0 - tan 0=2, 0<0<2x 

2 sin*0-Fsin 20 —2=0,- z<0<x 

sin 0+ V3 cos 0= ,/2, 0<0<27 

cos 0+ V3 sin 952, 3a «0 = 5л 


+ V3sin 6 +cos 0= 1, 0<0 <27 


০059 — sin 0 =Y, 0<0<2x 
cot 0 +tan 0=2 cosec 0,0 - 8 < 2x 

2 sin?0+ V3 cos 6--1—0, 0<0<2x 
3 sec*0--3 {ап°0= 5, 04০4 2x 

cot 0+tan 0 —2 sec 0, 00 «2« 

sin 40 — cos 30 —sin 20, 0c 0 < 27. 
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"PB sepa 
বিপরীত রৃত্তীয় অপেক্ষক 


( Inverse Circular Function ) 


6.1. সমীকরণ sin 0—x বলিতে বুঝায় যে, 0 এমন একটি কোণ যাহার 
sine হইল x ( x একটি জ্ঞাত রাশি )| 6-কে বিপরীতক্রমে (inversely ) 
সংক্ষেপে লেখা হয় 0 —sin 2 

sin^* x বলিতে এমন একটি কোণ বুঝায় যাহার sine হইল x | প্রতীক 
চিহ্ন ѕіп-1х-С% বল! হয় sine inverse x | অনুরূপভাবে যদি cos 0= x 
হয়, তাহা! হইলে 0—cos x হইবে। cos lx দার! এমন একটি কোণ 
বুঝায় যাহার созше x | এইভাবে যে-কোন কোণান্ুপাতকে প্রকাশ কর! 
যায়। 

Expressions sin"*x, соѕ!х ইত্যাদিকে বিপরীত qe অপেক্ষক 
ব্লে। 

মন্তব্য 8 মনে রাখা। দরকার যে 510-:2 এবং (sin x) এই দুইটি 
জিনিস এক নয়। 


রি 
কারণ ( sin x) mg 3 ইয়। 


62. মনে কর, sin 0=% .. б=їп^їх| 
এখানে লক্ষ্য করার বিষয় এই যে, іп x হইল একটি কোণ এবং sin 0 
হইল একটি সংখ্যা sin 9=x এবং 0—sin^'x এই দুইটি জিনিস একই | 
ইহাদের মধ্যে একটি জান! থাকিলে অপরটি জান! যায়। আমর! জানি, কোন 
কোণের sine 1 অপেক্ষা বড় হইতে পারে না। অতএব sin "x অর্থহীন 
হয়া পড়িবে যদি না —1<х<1& | 
5ЇП^®х এর ক্ষেত্রে -1 € % 1 হইবে 3 
cos lx এর ক্ষেত্রে _ 1<%<! হইবে ; 
cosec^! x এর ক্ষেত্রে -1<% হইবে 3 
sec !x এর ক্ষেত্রে +>! হইবে 3 
tan^'x এবং cot lx এর ক্ষেত্রে +-এর যে-কোন মান হইবে। 
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আমরা জানি, ৪ যদি এমন একটি যে-কোন কোণ হয় যাহার sine *-এর 

সমান তাহা হইলে na +(— 1)"0 এর ug © সমস্ত কোণের sine х হইবে | 
sinC!x এর অসংখ্য মান হইতে পারে এবং sinx হইল একটি 
Multiple-valued function | অতএব $10-2 এর সাধারণ মান হইল 
пт+(- 1)" 510-551 অর্থাৎ sin "x এর সাধারণ মান হইল 
nx +(— 1)" sin”! x. 

অমুরূপে cos-!x এর সাধারণ মান 2na+cos"'x এবং tan lx এর 
সাধারণ মান пл + tan ®х. 

মন্তব্য $ এখানে 0 হইল যে-কোন একটি নির্দিষ্ট কোঁণ। কোন কিছু 
যদি উল্লেখ না থাকে তাহা হইলে এই নিদিষ্ট কোণ সাধারণতঃ sin "o, 
cosec^!x, tan !x এবং ০০৫+% এর সময় — 90° ও 90-এর মধ্যে wem 
হয়। আর cos x ও sec !x এর সময় নির্দিষ্ট কোণকে 0° ও 180+-এর 
মধ্যে লওয়া হয়। 

63. মুখ্যমান ( Principal Value )% 

৪-এর ধনাত্মক 4| খণাত্মক ক্ষুদ্রতম মানকে 51-:2-এর মুখ্যমান বল! eu | 
এইরূপে 910-5 2 এর মুখ্যমান হইল 30° | 

আবার যদি একই মানবিশিষ্ট দুইটি এমন কোণ থাকে যাহাদের সাংখ্যমান 
সমান কিন্তু দুইটির মধ্য একটি ধনাত্মক অপরটি খণাত্মক, তাহা হইলে ধনাত্মক 
কোঁণটিকেই সাধারণতঃ মুখ্যমান বলা হয়। যেমন cos 14 এর মুখ্যমান 
60^ কিন্তু — 60° হয় না যাঁদও соз (-60)-। 

64. sin 0= x হইলে 0=sin lx হইবে; 

25955810781? 

অনুরূপে, 0= 6955 cos 0, 6—tan^* tan 9 ইত্যাদি। 

আবার 0=sin" x হইলে sin 0= হইবে ; 

sin sin"! x = х, cos cos !x = x, tan tan "xe x ইত্যাদি | 


প্রমাণ কর 5 (i cosec!x- sint 1; 


(ii) ই » 


(iii) sec *x=cos-* 1 
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ত্ৰিকোণমিতি 
(i) মনে কর, ০০5৪০-'-৪  ,. созесб=х 
SAE E l 1 А0 вш“ L 
cosec O x x 
> cosec™ х віп L, 
x 
(ii) মনে কর, cot x= S Cot 0=x 
{апб= l _1 6-tan-t! 
coto x 
ma ০০৫১০৮৫৪০71, 
x 
(iii) মনে কর, sec" x 20 ‚ Sec 0= x 
cos Ра еб TOC = cost 1 
ѕесө x x 


6:5. বদি sin-tx=0 হয়, তাহা হইলে 


sin 0= х, cos 0— V| —sin%= 153 এবং 


tan desino. ১০:০৭ 
3 COS 1 - xš 
(i 1৮৮৮6 
tan 6 X х 
1 — x 
кылы od 
COS0. V 1 x° 
cosec (ell ll 
šin ð x 


0—sin^'x-cos' J1—yx* 


- e — u 
=tan-* сор! У1—х* 
МУ1-х £ 


x 1 1 
=sec"t —,—=—— =созес-! £ 
VI-x £ 
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মন্তব্য ? এইভাবে যে-কোন একটি বিপরীত ত্রিকোণমিতিক অনুপাত 
দেওয়া থাকিলে বাকি বিপরীত ত্রিকোণমিতিক অনুপাতগুলি নির্ণয় করা 


যাইবে | 
1. প্রমাণ «32 (i) зіп 'х+с05 ‘х=; 


E 


x 
2 
(ii) tan"! xcot^^x—5 
(iii) sec ! x-kcosec-! x = 2. 
(i) মনে কর, sin ^ x6 S SIB = X 
š x x \ 
এখন sin = — ud iff 
s cos > o) cos б 0 =x 
(7 ѕіпб=х) 


x - 2 3 
z 0=cos 1% অর্থাৎ cos mas 


sin "x4 cos *x—045 — 6 - 


2 
sin *x4-cos!x 7. 
Gi) মনে কর, tan *x—0 с. tan 0=x 
= R Жы = = 
এখন tan 0=cot (2-0) — cot (3-0) =tan 0=x 


9787 ot tx অর্থাৎ cot x=) 0. 


. -1 X dis EE SS 
.. tan"'x-rcot x ৪72 0 Y 


(1) মনে কর, sec !x—9 '. x=sec б 
অর্থাৎ ৪০০ ৮-% 


x a 

= _—0|!= dj co 3-5)7* 

এখন sec 0 = ০9১০০ 5 9] x er. б 
2১-৪০-০০০০ 


-1 oS PEE e 
sec 'x-rcosec x26t5 =y 
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2. প্রমাণ কর $ 
S =£ x= 

(i) tan-'x--tan^'y -tan TE 

(ii) tan Ix c tan! yctan TEE ; 


` _tan <+tan ñ 
(i) আমরা জানি, tan (< +8) = rs dad 
map s tan <+tan 6 ^ ... А 
с ааа I -tan < tan ñ (a) 


মনে কর, tan < = х, tan =y .', x=tan "x, = (апу 
(А) হইতে পাই, 


(17124010720 tan"! ELD 7 
1- xy 
js ву tan «—tan в 
Mit qat ecc es l+tan < tan £ 


х В = апі tan < —tan 8 


l+tanx tang ^ (8) 
মনে কর, tan <= x, tan 8=y 


SO *—tan'x,B—tan^!y 
(B) হইতে পাই, 


(810৮-08-35 tan sa. 


I+ xy 
মন্তব্য £ 


অনুরূপভাবে প্রমাণ করা а: 
(i) Сохо y cott ху-1 ; 
х 
ii) ০০-০০-1০০৫ ১৭ 
y-x 
(iii) tan^'x-Ftan^!y- tap-1 X t» 
1 — xy 
ЖО y= x বসানো হয়, তাহা হইলে 2 tan’ xitan 2x. 


DEVE 
3. প্রমাণ কর £ 60110807707 бап, 


(202 X+ty+z-xyz 
l-yz-zx-xy 
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আমরা জানি, tan (х + 84+») 


_ (20441894181 7 —tan < tan ñ tan y 
1 — tan ё tan У — (ап y tan < — tan < tan Ё 


«+8+>У 


={ап^* tan X-Ftan #-Нап > —tan < tan f tan y 


1—tan f tan z – (ап у tan < —tan < tan ñ 
(C) 
“মনে কর, tan <= x, tan Ё = у, {ап y=z 


« —tan^!x, В —tan !y, Y —-tan^!z 


(০) হইতে পাই, 


tan'!x4tan!y-Ftan?z;-tapn? ЖУ+2—ху:2 
1—у2—2х—хў 


4. নিয়লিখিত সূত্রগুলি মনে রাখা দরকার š 

(i) sin"'x&sin!y—sin? fx Vj  y* yv 1— х} 
(ii) cos! x + соѕ ly 2cos {xy = ./(1—x*)(1—y*) 
(iii) 2 sin ! x ^ sin! (2x v1— x”) 

(iv) 2 cos" ' x2cos^!(2x* - 1)" 


od 
==. 


(у) 2 tan 1x=tan 


5. প্রমাণ কর š 
(i) 3 віп") х=іп-1(3х+4х°) 
(ii) 3 соѕз-1х= со! (4х° – 3х) 


zç 80—75 

A ৮3 1 

(iii) 3tan-lx=tan 1-35 

(i) মনে *3,sinx—x« — .. sin«-x 


এখন sin 3X 23 sin «-4 sin'« 23x — 4x? 
15. 3<=sin '(3x -4x*) 
3 sin !x-sin '(3x - 4x?) 
অনুরূপভাবে cos 3 «—4 cos'«—-3 cos < ধরিয়া (ii) নং স্থত্র এবং 


9. з 
tan 3 a= tAn 418075 (i (li) নং =a প্রমাণ করা যায়। 
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উদ! 1. প্রমাণ কর: tan`! T= cose З 
3 


মনে কর, tan”? 


3 2 
= 0= ৩, = 
à 8 гв. кап 4 cot = 
আমর! জানি, cosec* 6—1-cot* 0=1 +16. 5 
; Bh Ц. 
соѕес 073 +. 6 =соѕес 2 5 
3 135 
-13. 1? 
tan"? == соѕес 5 


মনে কর, sin 1 ১০৪ а 1 =sin 0= cos (90° 6) 


EX £ বা, x= 
£. 12-09 কী ১৯177 ক 
sin 27০০5 --90'—-6—90 2 


sin* z-Fcos! 


2 


wA 1 
2 2 


Зи 3. দেখাও যে sin" ১ম, S ux 11: 


З germ ET 
5S sin $79 sin 17“ 


Tact те у 
sin 0= 5, sin < 17 
1 


Ç 164 15 
.. COS =! 2897 17 


DE 
^ cos ০০২/1-- 257 3 


sin (9+ X) =ѕіп 0 cos «-Fcos 0 sin < 


.3 15,4 8 9 32 77 
76:17*5: 177 17* 85^ 85 


বিপরীত ёч অপেক্ষক к 


PEE 
0+<= ৮44 
T«-sin 85 
inidda 8 Ln 20077 
sin 57910 1 —sin 85 


ЗҮ. 4. দেখাও যে tan^* 1--tan^* ১007 1-3 


বামপক্ষ = tan^* DÀ 1 


T tan^* і =tan-* — E 
' 2 3 


-tan' 3+tan-1 зап а 


.5. ও যে tan! ъа. У—2 
€i দেখাও যে tan 11190 тА 


-1 27X0 


Ttan! =_= = 
1+2х 


বামপক্ষ=tan_* x —tan^* y-Ftan^!y — tanz--tan^!z - tan? x 
-0 


Syl. 6. দেখাও যে cos tan^* cot sin "A= А 
মনে কর, Sin -*A=6 ,*, sin0—A 
cos 0— V1-—sin*0= У/]—А* 


rra. 
cot sin? A=cot 0 = C93 9 _ /—* -tan[; - 9) 
sin 6 A 2 


tan" > ме 
ап” tan (5 eJ 2 0 
cos tan^' cot sin^* / cos tan”! tan 6-9) 


— cos 6-9) "sin = А. 


YA рай 


А ^i sh z 
উদ্বা. 7. সমাধান কর £ cot^x-sin 73^4 


মনে কর, cot'x-—60, cot 0=x 


%2 


বা, 


tan =! £—tan^* £ 
x x 
аа Me 
sin Ts x sin <= —⁄ 
= РЕГЕ HE ভিত 
cos <= V] віп < Vh-i- V5 


cot ‘хіп! ০০ tan t. -+ tan” l 
T. 2 


tan"! L (апі 
х 


2+х=2х-1 7 


বিপরীত বৃত্তীয় অপেক্ষক 


* Бе 2 tan-: petant 


-1 1 -1 zx 81 x 
9. tan zttan 578 7160 8^4 


10. (i) tan^* 1-Ftan^* 21780. ' 32x 


- 2x .4 Ж: РУ 
1-x* 1-3x* 


(11) tan-* x-Ftan 


11. ап"! 1--tan 
12. sin-* 3 -+віп-1 8. — gin = 


Pey aS x 
13. sin gt sin 13 6572 


"E аап 


14. tan" ;-Ftan 
15. ав" ав" 3) == 


16. (i) tante 4. tan-1:£-4 4. tgn-1.475 „у 


I+bc 1+ca 176 
1 -1 ı 4-b -3b-c 
(ii) {ап `1 a—tan^* c—tan ix ap (9n 1+৮ 
17. tan^'(1— /2)+tan (1+ 2-2 
-1 ligi 457 
18. 2tan 3* sin $75 
ч 19. tan^* x+cot !(x--1)-tan"!(x*-- x --1) 
rdi bd ч; РРБ. 
20. (i) cos es t 2tan* 3 sin 5 
(ii) cot “(tan 2x)--cot"( -tan 3x)= x 
21. ап”! jg - 24 ten ii 


11 7 2 


ত্রিকোণমিতি 
22. (i) sin (2sin * x)=2x V1- x° 
(ii) 4(cot * 3--cosec ^ v 5)-* 


10) = 1 сов EE 
23. tan^'(x) 2998 1x 


24. tan S (tan 6-3 


25. cos * х=2 sin EEE NES 


| 
SHIRTS DH ভিন | 
26. tan p an тутта tan 4 | 
= | 
27. costan^* sin cot hx А1 | 
х*+2 | 

রে রিনি EY o. 

28. sin [sin 27695 নি 


29.16১8-5:৯7016088871 РА а СВ 
RRR y-z z— x 


| 
| 
і 
30, tan(tan * x-Ftan^* y+tan™™ 2) 
—cot(cot^* x-Fcot"' y-Fcot^* z) | 
31. Җ(ўїап^* ৮1007 y-Ftan^" z=z হয়, \ 
প্রমাণ কর х+?+2=ху2 
32. যদি cos" x+cos™™y+cos™ z—7 হয়, 
দেখাও сї х? +у° +z” -2xyz-1 
33. (i) যদি tan-* x+tan-* y--tan^* z= হয়, 
প্রমাণ কর ху+у2+2х=1 
(i) যদি tan * A--tan* &-Ftan^* ০০5 হয়, 


প্রমাণ কর  AB-FBC-CA-1 
সমাধান কর £ 


34. ০ 3৮০4 


বিপরীত বৃত্তীয় অপেক্ষক 
35. {ап (х—1)-+ {ап * x--tan^"(x--1) tan? 3x 


- 114২8 
36. tan x 2 tan x 


37. tan (cos™* х) _ 510 (tan * 2) 
38. sin x-Fsin^? 2х=5 


12 x 


39. віп”? 5 sin 25 


40. tan * 2x+tan"* х= 


41, tan' x+tan"* 2x+tan"' 3х=л 
42. যদি sin-? A+sin" B-Fsin" C=: হয়, 
দেখাও GLA VI—A?--B VI—-B?-FCV1—c*-—2ABC. 
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সপ্তম eire 
ত্রিভুজের গুণাবলী 


( Properties of Triangles ) 


আমর! জানি, প্রত্যেক ত্রিভুজের ছয়টি অংশ থাকে, তিনটি বাহু ও তিনটি 
কোণ। মনে কর, ABC একটি ত্রিভুজ | এই ত্রিভুজের А, B, ০ দ্বারা তিনটি 
কোণকে প্রকাশ করা হয় এবং A কোণের বিপরীত বাহুকে a দ্বারা, B কোণের 
বিপরীত বাহুকে b দ্বারা, c কোণের বিপরীত বাহুকে c দ্বার] প্রকাশ করা 
হয়। এই ছয়টি অংশ পরস্পর পরস্পরের উপর নির্ভর করে। এই অধ্যায়ে 
ত্রিভুজের বাহগুলি, কোণগুলি, ক্ষেত্রফল, পরিব্যাসার্ধ, অন্তর্ব্যাসার্ধ, বহিব СӨЗ 
ব্যাসার্ধ সম্বন্ধে আলোচন! করা হইবে। 

ত্রিভুজের ক্ষেত্রকলকে A বা S দ্বার! স্থচিত করা৷ হয়। ত্রিভুজের 
অর্ধপরিসীমা! (semi-perimeter) যদি s দ্বার! স্থচিত হয়, তাহ! হইলে 
з= (+4০) হইবে। 

тї. প্রমাণ কর ABC যে-কোন ত্রিভুজে 


2৮74-8১-86 
sinA sinB suc Cine ub) 


মনে কর, АВС যে-কোন একটি faga | 


А А А 
/ N Д ৫1 
роте: В Ç D B C(D) 
(1) (II) (111) 
fsa—19 
(D নং চিত্রে Авс একটি 10911 ত্রিভুজ এবং C ONIS | 


(II) নং চিত্রে Авс একটি garai {499 এবং ০ স্থুলকোণ। 
(LII) নং চিত্রে Авс একটি সমকোণী ত্রিভুজ এবং ০ সমকোণ | 
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A হইতে ৪০-র উপর [ চিত্র (D ] «| ৪০-এর বধিত অংশের উপর 
[fex (ID J AD ач টানা হইল। (Ш) নং চিত্রে লম্ব AD, A€-এর 
উপর সমাপতিত। 

এখন ABD ত্রিভুজ হইতে পাই, AD=AB sin B= c sin B 

এবং ACD ত্রিভুজ হইতে পাই, AD—AC sin C=) sin C, [চিত্ৰ (D) ) 

(ID চিত্র হইতে পাই, AD —AC sin (z — с) = sin C. 

b sin С=с sin B ei S. шыба. 
sin B sin C 
অস্থরূপভাবে B হইতে ০-এর উপর লঙ্ব টানিয় প্রমাণ কর! যায় 
সি! 
sin C sin A 
a b 
FT. rutru ইহ] sine "za «fem পরিচিত। 
আবার (iii) নং চিত্রে ০ সমকোণ বলিয়া! 


^ LU Aut. k ° € 
sin A= sin ৪.০, sin C—sin 90 рге 


а b 


Cue с=——=, се 


sin A sin B sin C 
a b с 


sin A sin B sin C 
АВС যে-কোন ত্রিভুজে ur rm rkal 


vii dita 
মনে কর, ০ বিন্দু ABC ত্রিভুজের ^ 
পরিবৃত্তের কেন্দ্র এবং ₹ ব্যাসার্ঘ। во у 


যোগ কর এবং উহাকে পরিধি পর্যন্ত এমন 
ভাবে বধিত কর যেন উহ! পরিধিকে D 
বিন্দুতে ছেদ করে। DC যোগ কর। LBCD 
হইল এক-সমকোণ | BOD faga হইতে ৪ C: 


পাই, sin BDC— I E fsa—20 


BD 2n ! 
কিন্তু £৪০০- ZA (একই বৃত্তাংশস্থ কোণ ) 
а : a 
оь" т зави 


88 ত্রিকোণমিতি 


. অন্ধরূপভাবে AO যোগ করিয়া পরিধি পর্যন্ত বধিত করা হইল এবং উহা 
পরিধিকে Е বিন্দুতে ছেদ করিল । СЕ ও BE যোগ করিয়া প্রমাণ করা যায় 


অনুসিদ্ধান্ত ? যেহেতু b = ° =R 


sin uut sinB sinc 
'. (i) a=2R sin А, b=2R sin B, c—2R sin c 


P”. + зе 34 š ot 
(ii) sin ^ae sin 8 চা sin С ag" 


a4 sinA b sinB c. sinc 
b sinB’ с sinC a sin A’ 


72. প্রমাণ কর АВС যে-কোন AGTA, 


() a*-b*--c* —2bc.cos А al; cos /-০৪-+০7-4” 


(iii) 


2bc 
(ii) b*-c*-Fa* -2cacosB 4], cos pac tanos 
2ca 
ui э = gt b* -2 € বা, „8°+5°—с°* 
(iii) c*—a*-- ab cos С বা, cos C TX 


7.1 অন্চ্ছেদের (1) নং, (ID নং ও (Ш) নং চিত্রগুলি яв 
wf ০ স্থশ্মকোণ হয় তবে (I) নং চিত্র হইতে পাই, 
АВ“ = BC* + AC* —2BC .CD 
এখন ACD ত্রিভুজ হইতে পাই, CD = AC cos C= b cos C 
АВ? = BC* + AC* - 28C . AC cos C 
বা, с*=а*+Ь*%- 2аЬ cos С 
wf с garata হয় তবে (11) নং চিত্র হইতে পাই, 
АВ? —BC* --CA*--28C . CD 
ACD farga হইতে পাই, СО = AC cos ACD = cos (x - c) 
= ~ b cos С 
SQ с" =а* +6" – 24 cos C 


` 
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যদি c সমকোণ হয় তবে (Ш) নং চিত্র হইতে পাই, 


АВ? = BC? --AC* 
বা, c'—a*-rb* —a*-Fb* —2abx 0 —a* +b" -2ab cos С 
(১, cos C—cos 90' 20) 
০ কোণের সকল মানের জন্য 
c* = a*-- b? – 2ab cos C 
2 $59 
„' COS cat 


অনুরূপভাবে প্রমাণ কর! যায়, 


с*+а? –}° 
сова is 


b* c? -a* 
2bc 


ইহ! cosine "a বলিয়া পরিচিত। 
T3. প্রমাণ কর ABC যে-কোন ত্রিভুজে 


(i) a=b cos С+с cos B 


COS A— 


(ii) b=c cos A+a cos С 
(iii) с=а cos B+b cos A. 
T1 অন্থচ্ছেদের (1) নং, (Ш নং ও (Ш) নং চিত্রগুলি яе | 
যদি ০ হুন্মকোণ হয় তাহা হইলে (i) নং চিত্র হইতে পাই, 
BC=BD +CD = AB cos В АС cos C 
а=с cos B+ b cos С 
xf ০ স্থুলকোণ ex তাহা হ’লে (H) নং চিত্র হইতে পাই, 
BC-—BD — CD = AB cos B — AC cos ACD 
= с cos в = b cos (180° — C) = c cos B +b cos С 
যদি с সমকোণ হয় তাহা হইলে (Ш) নং চিজ হইতে পাই, 


BC = АВ cos В 


B 


a=c cos B +0 
= c cos B + b cos С (".' cos C=cos 90-0) 
সব ক্ষেত্রেই, a= b cos С+с cos B হয়। 
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эй প্রমাণ করা যায়, b=c cos A +a cos C এবং 
с=а cos B +b cos A. 


Т 2 БЫ: роо Mcd 
T4. প্রমাণ কর £ (i) tan А= : b° + c — aš ° 
_ abc 1 
(ii) tan B= CEE as yaw t 
a 1 
(iii) tanc হি". 25255 ' 
2 „ебе тах 
পূৰ্বে প্রমানিত হইয়াছে sin A= an COS A "IE UA 
S. tan a= Sin A, 2R ' abc 1 
COS А 87২2 R ' Б*#+с*-а* 
с 
< у! | 
অন্গরূপে প্রমাণ কর! যায়, tan B= দিত игә күү 
37 
এবং tan e- R. акыла: 


TS. ত্রিভুজের বাছ দ্বারা অর্ধকোণগুলির sine, cosine এবং 
taugent-$3 প্রকাশ i 


পূর্বে প্রমাণ কর! হইয়াছে cos ambite zal 


* i AL ни Перед: 2с - b* - саа" 
v. 4 sin 2 1—cos А=1 Jhe ta 
.,a* — (b - c)" _(а- b-FcYa--L- с) 
2bc 2bc 


মনে কর, ত্রিকুঙ্জের অর্ধপরিদীমা $| 0L. saatte, 


এখন a-b +c=a+b+c- 2b= 2(s- 
a+b-cec=a+b+c-2c=2(s— c) 


. ins ^2. (s - 5)2.(s — с) _ (s - b) (s - c) 
M. 2 зіп 2 be 2 = 
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অর্থাৎ sin? E Е 


Yin 5= Je - bKs— e). 
এখানে বর্গমূলের চিহ্ন ধনাত্মক ধরা হইল। কারণ ^ কোণটি 180° 
অপেক্ষা ছোট, অর্থাৎ A<180°, west 2<90° I 
sin 5 ধনাত্মক হইবেই। 


чак প্রমাণ করা যায়, sin 3 / e= (6-0) 
singe A 6-6 0 
fo 11557850655 

আবার 2 cos? 2- 14০০১ A 17 


০2৮০4৮৮০৪৮০ bt al 
2bc 2Ьс 


_ (ф+с+а)(Ф+с-а) =se- a) 
2bc 


«А s-a) . s(s—a) 
বা, cos ১০৮ ECT 


বর্গমূলের চিহ্ন ধনাত্মক ধরা হঈল কারণ $99. 


в. Js(s-b) 
чу প্রমাণ করা যায়, cos 5 d TR 
d — 
cos 2-/ 6-2. 
iro (s — b)(s — c) 
"EL ৮২০ /(з-Буз-‹) 
আবার ТЕП У 3(s —a) 


cos ^ 5 J-a 
wg প্রমাণ করা যায়, tan Же ЕЕС а) 


{ап >= তি D - a)(s — i 5 


s(s — с) 
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7.6. ত্ৰিভুজের_বাহু ও কোণের 917৫-এর AFA | 
sin A=2 sin 5 cos 2-2/5-৮522 x ice 
sin'A = n TETTETED 

"act প্রমাণ করা! যায়, 
sin ৪০৫ Vse- 
sin c= 2 VGs Bs" 

тл. ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল নির্ণয় s 


মনে কর, ABC একটি ত্রিভুজ | А হইতে ৪০-এর উপর AD ww টানা 
হইল। ত্রিভুজের ক্ষেত্রকলকে A দ্বারা স্থচিত А 
করা হইল। এখানে AD হইল. АВС 
ত্রিভুজের উচ্চতা | á ৫ 
A ={вс. AD 
—BC.AC sinc 
—1jabsinc -- (i) 
"SUD ৪ ও с হইতে বিপরীত বাহুর 987 
উপর লঙ্গ টানিলে প্রমাণ করা যায়, চিত্র_-21 


A — bc sin A=} ca sin В 


(i) 


s sin A=ġca sin 8 =1 ab sin c 


পুনরায় Ne! 2 bc sin A=) bc. 2sin 2০০১? | 
> (s-b(s-c).  /s(s-a) 
৮০৬/4-৮৫-৪- Вет м 
= V's(s—a)(s— bYs — b) 2. CQ) 


আবার যেহেতু ৩০৪65 


`. ৫+৮-০-2(৬-০),৮+৫০-৫-2($-৫), c+a-b=2(s— b) 
A = Vs(s- a)(s—b)(s— o). 
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আবার যেহেতু A =š bc sin А=4 bc. асран 


28 4R 
RR (iv) 
আবার যেহেতু A=5 bc ন্ট А. Sin A= j 
অনুরূপে sin ৪2, зїп c= | "№ 
আবার যেহেতু A =2 bc sin А এবং b esa, id 
^ Aoi ina ws কিনি 


_ b° sin C sin A 
অনুরূপে প্রমাণ করা যায়, A = re. EB 


T Е 
А в 
A= sin sin 
2sin C 


মন্তব্য ? আমরা জানি, sin ^2 55-96-8555 


[০7521812875 TES ERA 
sin A= € s Sin B= ssinc= 5 


2 cta 
- A-B_a-b x Š 
(iii) tan ac ৰ cot 5. 
() আমরা জানি, যে-কোন ত্রিভুজ 
b | C .. b ¿sip p 


sins sinc с sinc 
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b-c sinB-sinc_ 
b+c sinB-sinC ` 


B+C in B-C 


2 cos — gi 


2 


nee B-C 


2s ons বন 
=cot 27€ tan 7 
={ап stan ^, Р 21555 90 | 
› PROF x: rh: 
অন্ুরূপে প্রমাণ কর! যায়, 
tan s> vt cot 5 
tan Seat cot 
ইহা! tangent rule বলিয়া! পরিচিত। 


7.9. ত্রিভুজের পরিবৃত্তের (Circum circle) ব্যাসার্ধ নির্ণয় | 


ত্রিভুজের পরিবৃত্ত (Circum circle বা. Circumscribed circle ) : 
ত্রিভুজের তিনটি "fux দিয়! যে বৃত্ত অঙ্কন কর! হয় তাহাকে ত্রিভুজের 


পরিবৃত্ত বলে। ত্রিভুজের যে-কোন ছুই বাছুর 
লধ্সমদ্বিখণ্ডকহয় যে বিন্দুতে ছেদ করে 
তাহাকে এ বৃত্তের cvm বলে। 3 বিন্দু 
হইতে যে-কোন কৌণিক বিন্দু পর্যন্ত দূরত্বকে 
ওঁ বৃত্তের ব্যাসার্ধ বলা হয়। এ কেন্দকে 
পরিকেন্দ্র (circum centre) এবং 
ব্যাসার্ধকে পরিব্যাসার্ধ ( circum radius ) 
বলে। পরিব্যাসার্ধ R দ্বারা সুচিত করা 
"i 


A. 


> 


B С 
fsa—22 


মনে কর, ABC agaa AB ও BC বান্ধ দুইটির euufete-ur 
পরস্পর ০ বিন্দুতে ছেদ করিয়াছে। о বিন্দু হুইল баат পরিকেহ্ | 


ОА, ОВ, ОС যোগ করা হইল। 
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0A=08=00=2 (п হইল পরিব্যাসার্ধ ) | 
R-এর মান নির্ণয় করিতে 9804 1 


এখন, /80C=2/BAC=2A .'. ZBOD—4DOC-A 


t, 
এখন вор ত্রিভুজের BD=)80=5, ZB0D= A, ZBDO —90" 


`, sin А = sin gop -9P- 
ов 


অমুরূপে nep is Red S s 
MINE INIT e OQ) 
Бш A=) besin 2 


тло. ত্রিভুজের 5948 ( In-circle ) 
__ যি কোন বৃত্ত agaa ভিতরে উহার তিনটি чат প্পশ করে, তাহা 
হইলে এ quos এ ত্রিভুজের 
wwis ( In-circle) বা 
অস্তলিখিত qe ( Inscribed 
circle ) বলে। 

মনে কর, ABC একটি ত্রিভুজ 
এবং B কোণ ও c কোণের 
afora б» ছেদ 
করিল। | বিন্দু হইতে BC, CA 
ও AB বাহ তিনটির উপর 
যথাক্রমে 10, 16, IF ач টানা 
হইল এবং উহারা পরস্পর সমান। 

ID=IE=IF | 
॥-কে a করিয়া 10 (= r) ব্যাসার্ধ লইয়। qu টানিলে ওই বৃত্তে ABC 
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ত্রিভুজের BC, CA, AB বাহু তিনটিকে যথাক্রমে D, E, F বিন্দুতে স্পর্শ 
করিবে। এই বৃত্তটি হইল এ ত্রিভুজের অন্তলিখিত qe] এখন আমাদের 
অন্তলিখিত বৃত্তের ব্যাসার্ধ (r) নির্ণয় করিতে হইবে। 


এখানে ID— IE =1Е = 


AABC= AIBC+ ДІСА + A!AB 


=1 вс. il CA.IE ad AB IF 


2 2 2 
=} (ar+br+cr)=} r. 2s=rs 
1:727 r= (i) 


আবার BD—BF, ০০৯০, AF— AE 

'. AF--BD-FCD-— s ARAT — s 

;,. AF+BC=s বা, АЕ+а=з 4lA^F-—s-a 
অন্ুরূপে, BF-s-b, CE=3-c 

AIF ত্রিভুজ হইতে IF —AF tan IAF 


A 
r—(s- a) tan 2| 
অন্গরূপে r—(s— b) tan n5 ৮ (ii) 
r—(s-— c) tan 2 j 


আবার а=вс=во-+0с "(cot 2+০০ S) হইতে г-ая মান পা ওয় 
xti i 


š B. 
asin z = 

А , 

соз - 

2 


FR 
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bal ОА 
wr 2 2 


+ ев 
985 2 


r= = 


cos ^ 
2 


' = A 
cos = 
» 2 


—-4R sin 5 sin З sin 2 


| যেহেতু a=2 R sin A=4 R sin 2 ০০১2] 
7.11. বহিলিখিত বৃত্ত বা বহির্বত্ত ( Escribed circle ) 


sin € 2 R sin A sin Ë sin © 
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^ (iii) 


(iv) 


যদি কোন qe ত্রিভুজের কোন একটি বাহুকে এবং অপর দুইটি বাহুর 


| বৃধিতাংশকে স্পর্শ করে, তাহা হইলে 
ওই заст এ ত্রিভুজের dfe বলে | 
মনে কর, АВС একটি ত্রিভুজ | 
এবং А কোণের সমদ্বিখগুক ও B 
কোণের বহিঃসমদ্বিখগুক 1, বিন্দুতে 
ছেদ করিন। আবার c কোণের 
বহিঃসমদ্বিধগুক 31, বিন্দুতেই ছেদ 
করিবে। 1, হইল атаба বহিব сеч 
কেন্দ্র। 1, হইতে BC এবং АВ ও 
AC-এর বধিতাংশের উপর যথাক্রমে 
D, ,F, hE aq টানা হইল | 
এই লঙ্ঘগুলি পরস্পর সমান এবং 
বহিব cea ব্যাসার্ধ 
fa—1 
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1,D=4,E=i,F=r,. 
L-CS কেন্দ্র করিয়া 110 (r,) ব্যাসার্ধ an বৃত্ত অস্কিত করিলে উহা 
D, E ও F বিন্দু দিয়া যাইৰে। ইহাই হইল একটি বহিনিখিত বৃত্ত। 
অনুরূপভাৰে r, ও r, Чіа в ও C কোণের বিপরীত afa ca দুইটি 
ব্যাসার্ধ হইৰে। 


এই ব্যাসার্ধ গুলির মান হইবে 
Apt on cnr AA 
“15816288161 2 
এবং ৮৮০৩ (апо; ৮ =S tan 5; rs =S tan 5. 


উদা. 1. যদি A=30 a=3, b—6 হয়, ৪ ০-এর মান নির্ণয় 
"31 


আমরা জানি, 7 - b° 


sin am sin sin B 


sinB 8 sin "m 
a 3 


sin 30'-2x2-1-sin 90° 
в=90°. 
আবার যেহেতু A--B--c-180* 


C=180'- (44-8) 2180" — (30^ +90°)= 60°. 


Wwi.2. যদি АВС ত্রিভুজের ৫5, c—5, A—30' হয় তবে ৮-এর 
মান কত? 


BN tet dip &+25-25 
COS А 3 T +. €os30'- 2x5 
MAL B Lb icr 
বা, 2 -165-16 © b=5 v3. 


yi. 3. প্রমাণ কর? (b—c)sin A--(c—a) sinB 
+(a-b) sin c=0 
її = (b sin А c sin A)+(e sin B —a sin в) 
+(a sin C 5 sin С) 


=; 8 a b b с с 
0. оя € 2n t "38 7 эр 28^ ^ 2R 
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in A. іо p= Ë. sin c E 
যেহেতু Sin A= >q sin B ge OR 


EE а: ES pe D 
=R ca+ch-ab+ac- be) 2579 


881.4. প্রমাণ жя: (S-a) tan 5=(S-b) tan 2 
-(S-«) tan 5 


T A со (8 9X5 9) 
এখন (S-a) tang =(s-—a) Ue ат 


3 Jm *(s - b(s— e) 
s(s-a) 


- [SGI Hs ^ 
রিতা MA 


summae, (5—6) tan 5— (8-0) tan 5 
(s-a; tan 5 — (s — b) tan 5=(8 —о) tan 2 
ЗҮ. 5. দেখাও ঘে a cos A+b cos B +c cos С 
—4 R sin A sin B sin C 


বামপক্ষ- 28 sin A cos A+2R sin B cos B+2 R sin С cos C 


(11 a=2R sin A ইত্যাদি) 
=R'sin 2A--sin 28 4510 2C) = К. 4 sin Asin B sin C 


( যেহেতু আমরা জানি A+ B--c—2 হইলে sin 2A+sin 2B 
-Fsin 2C—4 sin A sin В sin C) 


—4R sin A sin B sin C. 
উদ! 6. প্রমাণ কর £ cos A-Fcos B+ cos с=1+ c 
S ATB4TO-x 


a LB. 
cos A+ cos B--cos C= 1+4 sin 2 sin 2 sin 2 
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/ 


DAP OUR. CS А ЫҢ. C 
! যেহেতু r=4R sin > sin; sin; .'. = =4 sin 2 sin, sin > 


cos A+ cos 84-cos с=+/. 


প্রশ্মমালা 7 


যদি ABC ত্রিভুজের a=7, b—3, c—5 হয়, তাহা! হইলে বৃহত্তম 
কোণটি নির্ণয় কর। 
2. АВС ত্রিভুজের যদি а= 29, b— 20, с= 21 হয়, তাহা হইলে A- 
এর মান নির্ণয় কর। 
3. ABC ত্রিভুজের xfi а=65, b= 56, с = 33 হয়, তবে /-এর মান 
কত? - 
4. ABC যে-কোন ত্রিভুজে, প্রমাণ কর £ 
(i) acos (259) - exo sin 5 
(ii) a sin (B— C)-F5 sin (C — A)--c sin (А-в)=0 
5. а(Ьсо$ С—ссо$в)=Ь?%—с? 


6, 4 sin (g — — C) , b° sin (c — -A),c* sin (A-B) - 
` sinB—sinC ` sin C+sin A sin A+sin B x 


А... BAC 
7. (b—c) cos 579 sin —— 


8. a'(sin* B —sin* c)--»"(sin*c — sin*A) 
t c*(sin*A — sin*B) - 0 
o, 2* а" sin (8-с) b* sin (C — A) +°" sin (A-B) -0 
sin A sin B sin C 
10. (b* —c*) cot A--(c* — a?) cot 8+ (a* — b°) cot c=0. 
M. Б? sin 2C-Fc* sin 28=4A 


à bte’ с-а? a’ - p? 

И স্পা ০৭০০5 А T cos AFG š wë 
`: a ó € 
0) Qa At ian B tiaa с 2090: 
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a а . sin (A+B) 
PUT SHEE sin (a 8) হয়, দেখা ও যে бє হয় সমঘিবাহ 


a sN 


14. ў созв= ucc হয়, দেখাও যে B= c. 


sin A. sin (А—В) з p? c* A. PTS 
ds দি aac sin (8 — cC "os dots 


:—p* А зіп B 
16. দেখাও যে, © 7 ১4৮৪2 


17. Җйс=2а,в=3А হয়, দেখাও যে, С=60° 
প্রমাণ কর MH 
18. (i) r,+r,+r,—r=4R 


(ii) r, +r,= c cot 3 


19. sin A+sin B+sin C= – 
20. (r,—r)rs —r)(rs -r) কবি? 


21. cos в +соѕ C— cos A= 14 

22. <ç eza asb. 23. fi =tan 5 
rs rg rs 7৮75 

24. (i) Ару +r,r, = 8° 


1 SF d 
Gi) k Tu ab. GRY 


25. (r,-r)(r,—r)(r,-r)-4r"R 


26. A= ৮77,755 =F cot 5 cot 5 cot 3 


wx» egt 
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( Grapbical Solutions of Trigonometrical Solutions ) 

81. ত্ৰিকোণমিতিক সমীকরণের লৈখিক সমাধান করার আগে 
বীজগণিতীয় লেখ অঙ্কনের প্রণালীতে ত্রিকোণমিতিক অপেক্ষকগুলির ( যেমন 
sin x, cos x, tan x, cot x প্রভৃতি ) লেখ অঙ্কন করিব। хох’ ও 
YOY' সরলরেখা দুইটি পরস্পর লম্ব এবং উহাদের ছেদবিন্দু ০-কে মূলবিন্দু 
ধরিব। ১০১/-কে %-অক্ষ এবং +০+1-কে y-a ধরিব। 

কোণটির মানগুলিকে -অক্ষ বরাবর এবং কোণান্থপাতের মানগুলিকে 
)-অক্ষ বরাবর বসাইয়! বিন্দুগুলি স্থাপন করিব | এখানেও অক্ষ দুইটির ধনাত্মক 
ও «ч দিক্‌ বীজগপিতের মতই থাকিবে | যে বিন্দুগুলি Graph paper- 
এর উপর স্থাপন কর! হইবে সেই বিন্দুগুলিকে পেনসিল দ্বারা যোগ করিলেই 
যে লেখ পাওয়া যাইবে তাহাই হইবে অপেক্ষকের লেখ । Graph paper-4 
Raaf স্থাপন করিবার সময় %-অক্ষ ও y-a বরাবর স্থবিধামত একক 
п লইতে হয়। 


8.2. Sin x এর লেখ অঙ্কন: 

মনে কর, y=sin x) -এর প্রতিষ্টি মানের জন্য Natural Sine-44 
তালিকা হইতে sin x 4| »-এর মান পাওয়া ধাইবে। Sine তালিকাতে 
শুধুমাত্র 0° হইতে 90° পর্যন্ত আছে। sin (180^ —x)—sin x এই "ан 
সাহায্যে 90° হইতে 180° পর্যন্ত মান পাওয়া যাইবে । sin (180^ х) = 
sin x এই স্তরের সাহায্যে 180° হইতে 270° পর্যন্ত, sin (360'— x)= 
—sin x স্তরের সাহাযো 270° হইতে 360° পর্যন্ত মান পাওয়া যাইবে। 

আবার যেহেতু sin(—x)- ~ віп x, অতএব 0° হইতে 360° এবং 
0' হইতে —360° পর্যন্ত সকল মানই নির্ণয় কর] সম্ভব হইবে | আবার 
যেহেতু +360" এর পর আগেকার কোণগুলি এবং — 360° এর পর আগেকার 
কোণগুলির পুনরাবৃত্তি হইবে, সেইহেতু তালিকা হইতে যে-কোন মান fada 
করা ঘাইবে। 
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এখানে aes মানের 10° ব্যবধানে sin x এর অনুরপ মানগুলি ছুই 
দশমিক স্থান পর্বস্ত তালিকাবদ্ধ কর! হইল। 


এখানে graph рарет-а »-অক্ষ বরাবর ЖЧ বর্গক্ষেত্রের একটি বাহু 
দ্বারা 10° কোণ এবং ৯-অক্ষ বরাবর ক্ষুদ্রতম বর্গক্ষেত্রের 10টি বাহু= 1 ধর! 
হইল । এই গণনা-পদ্ধতিতে তালিকার মান অনুষায়ী বিন্দুগুলি স্থাপন কর! 
হইল। ইহার. পর পেনসিল দ্বার] ওঁ সকল বিন্দুগুলিকে যোগ করিয়। sin x- 


এর লেখ পাওয়। গেল | 


sin x-43 লেখ। 


$3. Cos x এর লেখ অঙ্কন: 
যনে কর, у=соз хі хин উপর х- মানের 15° ব্যবধানে 


Natural cosine table হইতে соз x বা y-এর অনুরূপ মানগুলি তালিকা- 
ভুক্ত করা হইল। 


cos (180°+x)= —cos x та হইতে 180° হইতে 270° পর্যস্ত, 
cos (360° — x) = соз x xa হইতে 270° হইতে 360° পর্যন্ত মান পাওয়া 
যাইবে। Cos (— х)=соз x স্ত্রের সাহায্যে খণাত্মক কোণের মান পাওয়া 
যাইবে। অতএব 0° হইতে 360° অথবা 0° হইতে - 360" পর্যন্ত সব মানই 
পাওয়া যাইবে | j 

এখন -অক্ষ বরাবর э বগক্ষেত্রের এক {в=10° এবং ৮-অক্ষ 
বরাবর were বর্গক্ষেত্রের 10টি বাহ= 1 ধরা হইল। তালিকার মান чу 
বিন্দুগুলি স্থাপন কর! হইল। 

ইহার পর পেনসিল বারা এ সকল বিন্দুগুলিকে যোগ করিয়া cos x-aq 
লেখ পাওয়া গেল 1 


COS x-«498 লেখ 
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Sine লেখ ও Cosine লেখ-এর কয়েকটি বিশেষ গুণাবলী š 

(1) Sine লেখ হইতে দেখা যায় কোটি কোন সময়ই +1 এর বেশী 
ও —1 এর কম দেখা হয় না। অতএব sin x-ag বৃহত্তম মান 1 এবং 
ক্ষুদ্রতম মান -1| xaa মান 90-এর বিজোড় গুণিতক হইলেই এই 
মানগুলি দেখা xix] আবার মূলবিন্দুতেও x-ag মান 90-এর জোড় 
গুণিতক হইলেই সেই সকল বিন্দুতে sin -এর মান শূন্য হইবে। আবার 
যেহেতু sin (2nx +x) =ѕіп x, যেখানে п ধনাত্মক 41 খণাত্মক অখণ্ড সংখ্যা, 
অতএব প্রতি 360°-ая পর লেখাংশের পুনরাবৃত্তি হইবে। 

ডানদিকে ও বামদিকে নির্দিষ্ট পর্যায়ের পর পুনরাবৃতি ঘটে বলিয়। sin x 
functionf&rs Periodic function বলে | 

(2). cosine লেখ হইতে দেখা যায় যে – 90° হইতে 90° পৰ্যন্ত এই 
লেখ ৮-অক্ষের উভয়দিকে অবিকল একই রকম থাকে । ইহার কারণ হইল 
cos (—x)=cos x. আবার যেহেতু cos (2nx + x)= cos x, যেখানে т 
ধনাত্মক বা খণাত্মক অখণ্ড সংখ্যা, west প্রতি 3607-43 পর লেখাংশটির 
পুনরাবৃত্তি হইবে। 

8.4. tan x«$3 লেখ অঙ্কন £ 

মনে কর, у=(апх| "অক্ষ বরাবর ০-এর মানের 10° ব্যবধানে 
Natural tangent table হইতে tan x বা y-43 9999 মানগুলি তালিকা- 
те কর! হইল। 


এখন x-w বরাবর ক্ষুদ্রতম বর্গক্ষেত্রের একটি বাহু = 10° এবং yw 
বরাবর ক্ষুদ্রতম বর্গক্ষেত্রের 3টি বাহুর ঘোগফলকে এক একক (অর্থাৎ ওটি afe 
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=1) ধর! হইল 1 এই গণনা পদ্ধতিতে তালিকার মান mew] Raefa 
স্থাপন করা হৃইল। বক্ররেখ! দ্বারা যোগ করিয়। tan *-এর লেখ পাওয়া 
গেল | 


tan x-44 লেখ 


Tangent লেখর কয়েকটি গুণাবলী : 
এই লেখচিত্র হইতে দেখা যায় এই লেখ sin x বা cos x লেখর মত 
অবিচ্ছিন্ন নয়। ইহার কতকগুলি বিভিন্ন শাখ| আছে। যে পকল বিন্দুতে 
এর মান 90-এর বিজোড় গুণিতক, সেই সকল বিন্দুতে লেখটি ছিন্ন হইয়া 
যায়। এই বিন্দুগুলি হইতে x যখন বামদিক হইতে ডানদিকে যায়, tan x- 
এর মান হঠাৎ +e হইতে - তে পরিবতিত হয়। যে সকল বিন্দুতে 
х-ҹа মান 90'-এর বিজোড় গুণিতক সেইসব বিন্দুতে )-অক্ষের সমাস্তরাল 
সরলরেখা টানিলে দেখ! যায় যে লেখটি ১-অক্ষের উভয়দিকে এই সরলরেখা- 
` গুলিকে স্পর্শ করিবার চেষ্টা করিতেছে কিন্তু স্পর্শ করিতে পারিতেছে না। 
এই রেখাগুলিকে 3 লেখটির asymtotes বলে। 
আবার যেহেতু tan (nx + x) =tan x, n যে-কোন Ч% সংখ্যা, অতএৰ 
প্রতি 180" অন্তর লেখটির পুনরাবৃত্তি ঘটিবে। অর্থাৎ — 90° হইতে 90° 56% 
G লেখটুকু আছে সেইটির পুনরাবৃতি হইবে | 
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অনুরূপভাবে ০০5৪০ x, sec x এবং cot এর লেখ অঙ্কন করা যায়। 
cosecant, secant, cotangent তালিকাগুলি দেওয়া না থাকিলে 

ষথাক্রমে sine তালিকা হইতে ০০5৪০ х= у; эша সাহায্যে cosec x- 


1 


— স্তরের সাহায্যে sec %-এর 
cos x 


এর স্নান, cosine তালিকা হইতে sec x= 


чая সাহায্যে cot x-43 


মান, tangent তালিকা হইতে cot x= 
tan x 


মান পাওয়া যাইবে। 

85. ‘সমীকরণের লৈখিক সমাধান 

বীজগণিতের সমীকরণের মত ত্রিকোণমিতি সমীকরণেরও লৈথিক উপায়ে 
(অর্থাৎ লেখ অঙ্কন করিয়া ) সমাধান করা যায়। দুইরকম পদ্ধতিতে সমাধান 
করা ষায়। 

(D প্রথমে সমীকরণের সকল পদগুলিকে একদিকে লইতে হয় এবং 
অপরদিকে শূন্য ধরিতে হয়। ইহার পর লেখ অঙ্কন করিলে хеч став 
যে সমস্ত বিন্দুতে ছেদ করিবে ভূজের সেই সকল মানগুলিই সমীকরণের 
সমাধান হইবে। 

(ID সমীকরণের দুই পক্ষকে লইয়া দুইটি লেখ অঙ্কন করিলে এ লেখ 
ছুইটি যে যে বিন্দুতে পরস্পর ছেদ করিবে সেই ছেদবিন্দুগুলির ভুজের মানগুলিই 
হুইবে সমীকরণের নির্ণেয় সমাধান। 

` মন্তব্য £ 0 হইতে 2x পর্যন্ত у= sin ৮4০০১ х-а লেখ অঙ্কন [йгъ 
হইলে xeqa মানের 15° ব্যবধানে Sine Table হইতে sin x-44 ЧУ? 
মান এবং Cosine Table হইতে cos %-এর অনুরূপ মানগুলি নির্ণয় করা 
হয়। ইহার পর উহাদের যোগ করিয়া তালিকাভুক্ত কর হয় এবং পূর্বের 
ন্যায় Graph Paper-« মানগুলি স্থাপন করিয়া লেখ অঙ্কন কর] হয়। 

891599 | 0 হইতে 180-43 মধ্যে cob »_ tan x=2 স্মীকরণকে 
afas উপায়ে সমাধান কর। 

এখানে cot x -tan х=2 


I um x=2 বা, 1-tan* x-2 tan x 


35i. t], 5. tan 2x] 
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এখন y—tan 2x এবং у=1 এই দুইটি লেখ অঙ্কন করিতে হুইবে | 
এই দুইটি লেখর ছেদবিন্দুগুলির эз হইবে fc সমাধান। 


এখানে x-as বরাবর ক্ষুদ্রতম বর্গক্ষেত্রের 5টি ছোট বাহু= 15° এবং 
/-অক্ষ বরাবর 10টি ছোট বাহু=! ধর! হইল। তালিকার মান অনুযায়ী 
Graph рарег-а Raefa স্থাপন করা হইল । ইহার পর পেনসিল দিয়া 
বিন্দুগুলি যোগ করিয়া! y = tan 2%-এর লেখ পাওয়া গেল। 

আবার *-অক্ষের উপর দিকে 1 একক দূরে (10টি বাহু ধরা হইয়াছে) 
এবং এ-অক্ষের সমান্তরাল সরলরেখা টানা হইল। ইহাই হইল ре] 


cot x — tan x=2 এর লৈখিক সমাধান 


à ০৮০৮০ 
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সমীকরণের লেখ। এই লেখ দুইটি যে দুইটি বিন্দুতে ছেদ করিয়াছে সেই 
বিন্দু দুইটির ভুজ হইল x=22:5° এবং = 11251 

অতএব 0 হইতে *-এর মধ্যে cot х—{ап х=2 সমীকরণের নির্ণেয় 
সমাধান হইল х=22°5° এবং x =112'5° | 


প্রশ্নমালা 8 


নিয্ললিখিতগুলির লৈখিক চিত্র অঙ্কন কর ঃ 

1. sin 2x, 0° হইতে 180-এর মধো। 

2. sin 3х, 0° হইতে 180+-এর মধ্যে | 

3. cos 2x, 0° হইতে 180'-এর মধ্যে І 

4. tan 3x, 0° হইতে 180°-ча মধ্যে | 

5. (i)- 1—cos 2x, — 90° হইতে 180°-‹ча মধ্যে | 

(ii) cos x-—sin x, — 180° হইতে 180 -« মধ্যে | 

নিয়লিখিত সমীকরণগুলির লৈথিক উপায়ে সমাধান কর £ 

6. tan x—2x, 0° হইতে 90°-এর মধ্যে | 

7. соз 2x-sin x, 0^ হইতে 90"-এর মধ্যে | 

8. tan %- ০০৪ x, 0^ হইতে 90°-এর মধ্যে | 

9. cosx-—sin 2x=}, - 90° হইতে 90°-এর মধ্যে | 
10. cos xx, 0° হইতে 904 মধ্যে। 
11. x-tan x=0, 0° হইতে 90 -এর মধ্যে। 
12. cosec x—cot x= „/3, 0° হইতে 180° এর মধ্যে 
13. x*=c08 x 


m= sea | 
ত্রিভুজের সমাধান 
( Solution of Triangles ) 


9.1. ত্রিভুজের সমাধান সম্বন্ধে আলোচনা করার পূর্বে লগারিদ্ম ও 
ত্ৰিকোণমিতিক তালিকার ব্যবহার সম্বন্ধে কিছু কিছু আলোচন! করা দূরকার। ' 
সাধারণ লগারিদম্‌ ও আযার্টিলগারিগম্‌ সম্বন্ধে আগেই আলোচনা কর! হইয়াছে। 


92. Natural Sine এবং Cosine Table. 

এই তালিকায় বাষদিকে উপরদিক হইতে নীচের দিকে 0°, 1", 27, 3, 
4^, 5" - 90° পর্যন্ত লেখা আছে। এই তালিকার মাথার উপরে horizontally 
0', 101,201, 30, 40 50, 601 লেখা আছে এবং প্রত্যেকটি অনুরূপ 
কোণের sine নীচে নীচে দেওয়া আছে। মাথার উপরে সর্বশেষে ( Mean 
Difference 908) 11, 2", 3, 4', 51, 6', 7', 8', 9' লেখা আছে এবং 
তাহাদের অনুরূপ মান নীচে দেওয়া আছে। সাধারণ সংখ্যার লগারিদম 
যেভাবে দেখিতে হয় ঠিক সেইভাবে এই তালিকা পড়িতে হয়। এই একই 
তালিক] হইতে sine এবং cosine নির্ণয় কর! যায়। তালিকার উপরে লেখা 
আছে Natural Sines এবং নীচে লেখা আছে Natural Cosines| Sine 
fases wg উপর হইতে নীচের দিকে এবং বামদিক হইতে ডানদিকে 
পড়িতে হয় । আবার cosine নির্ণয়ের জন্য নীচের দিক হইতে উপরের দিকে 
এবং ডানদিক হইতে বামাদকে পড়িতে হয়। 

মনে কর, sin 4525'33-এর মান নির্ণয় করিতে হইবে। 45-43 
লাইনে 20+-এর তলায় দেওয়া আছে "71121 এবং Mean Difference 
স্তম্ভে 5'-এর তলায় 102 দেওয়া আছে। এই 102 ataf আগেকার মানের 
শেষ তিনটি অঙ্কের তলায় Бат যোগ করিলে আমর! পাই 771223 | 
অতএব 45 25'-«3 8176-এর মান 71223 | 


এখন Mean Difference *g হইতে দেখা যায় 5 হইতে 1' বাড়িয়া 6? 
হইলে, 102 হইতে 20 qtfşal 122 হয়। .". 33" বাঁড়িলে 910৩-এর মান 
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বাড়িবে $2x20— 11. ইহা! আগেকার মানের শেষ দুইটি অঙ্কের সহিত ঘোগ 
করিলে আমরা পাই 771234. 
sin 45°25'33* —71234. 

আবার মনে কর, cos 65/35/30 এর মান নির্ণয় করিতে BAI 
Cosine নির্ণয়ের জন্ত তালিকার নীচের দিক হইতে উপরের দিকে পড়িতে 
gal sine-q3 ক্ষেত্রে কোণ বাড়িলে ѕіпе-ҹ̧а মান বাড়িতে থাকে এবং 
০০5176-এর ক্ষেত্রে কোণ বাঁড়িলে ০০১1৩-এর মান কমিতে থাকে | sine 
তালিকায় যেমন ষোগ করিতে হয় cosine তালিকায় বিয়োগ করিতে হয়। 

এখন соѕ 65°35'30'-এর মান নির্ণন্ন করিতে হইবে । 65'-এর লাইনে 
30'-এর তলায় লেখা আছে '41469। Mean Difference gg হইতে 
দেখা যায় 5'-এর তলায় লেখা আছে 1331 এখানে আগের মানের শেষ 
তিনটি অঙ্কের তলায় লিখিয়! বিয়োগ করিলে আমরা! পাই 741336 এবং এই 
জাইনের ga হইতে পাই 1' বা 60° কোণ বাড়িলে cosine-«3 মান 26 
কমিয়| ষায়। 30” কোণ বাঁড়িলে cosine-az মান 26 х30=13 কমিয়। 
IERI 

ইহা পূর্বের মানের শেষ দুইটি অঙ্কের সহিত বিয়োগ করিলে আমরা পাই 
"41323. 

cos 65'35'30' = "41323. 

9.3. Tangent এবং cotangent Table 

এই তালিকার «писе উপরের দিক হইতে নীচের দিকে 0 090 
পর্যন্ত লেখা আছে। তালিকার উপরে Tangent Table এবং নীচে 
Cotangent Table দেওয়া আছে। এই তালিকার মাথার উপরে 
horizontally 0”, 10”, 20', 301, 401, 501, 60” লেখা আছে। মাথার 
উপরে Mean Difference 908 11, 2',-:-9' লেখা আছে। তাহাদের 
wyatt মান৪ নীচে দেওয়া আছে। Tangent নির্ণয়ের জন্য উপর হইতে 
নীচের দিকে এবং বামদিক হইতে ডানাদকে পড়িতে yal Cotangent 
নির্ণয়ের জন্য নীচের দিক হইতে উপরের দিকে এবং ডানদিক হইতে বামদ্দিকে 
পড়িতে হয়। Tangent নির্ণয়ের জন্ত অতারক্ত fa aga Sg মস্তরের অংশ 
যোগ করিতে হয় এবং Cotangent-a সময় অতিরিক্ত মিনিটের qw অন্তরের 
অংশ বিয়োগ করিতে হয়। 
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যেমন tan 35°34' ="71329+-'00176= "71505 
cot 42°35’ = "09131 +"00319 = 09450 

94. Logarithmic Sine এবং cosine Table 

আমরা জানি, কোন কোণের sine বা cosine-43 সাংগ্যমান 1 অপেক্ষা 
ছোট। আবার 0° হইতে 45'-এর মধ্যবর্তী কোণগুলির со!апреп{-44 
মান 1 অপেক্ষা ছোট । crear উহাদের লগারিদম্‌ ধনাত্মক । ধনাত্মক 
মান এড়াইবার জন্য কোণান্পাতের লগারিদমের সহিত সব সময় 10 যোগ 
Вап তালিক। তৈয়ারী কর! হয়। ইহাকে লগারিদ্মিক কোণাহুপাত বলে। 
লগারিদ্মিক sine তাঁলিকা। হইতে L sine 0= 10--log sin 6-এর মান 
পাওয়া যায়। আবার L cos 0—10--log cos 0, Ltan 0—10 
+105 tan ө লেখা 9x | 

Natural sine এবং cosine নির্ণয় করার জন্য তালিকা যেভাবে পড়িতে 
হয় এই তালিকা সেইভাবে "feri L sin 9, L cos 0 এর মান পাওয়। যায়। 


উদাহরণ 1. L sin 35:42'40'-এর মান নির্ণয় কর। 
L sin 35°40/ 2976572 
একই লাইনে Mean Difference #78 2'-এর তলায় 35 দেওয়া আছে। 
১১, sin 3542' —9'76607 
2'-qq wy অন্তর 35, 3'-এর জন্য অন্তর 53 | 
»*, 1 বা 60” বাড়িলে অন্তর বাড়িবে 18 
40-43 জন্য অস্তর বাড়িবে $8%18 = 12 
L sin 3542/40" =9°76619. 


9.5. Logarithmic Tangent এবং Cotangent Table 


ইহার ঠিক আগের Table-«s2 অনুরূপভাবে এই তালিকাটি তৈয়ারী কর! 
হয়। ইহার পাঠের প্রণালীও এক | L tan ө নির্ণয় করিবার সময় Mean 
Difference যোগ করিতে হয় এবং L cot 9 নির্ণয় করিবার সময় বিয়োগ 
করিতে হয়। 
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উদাহরণ 2. L tan 75'52/30'-«3 মান নির্ণয় কর। 
L tan 7550 10:59788 
2’ এর অস্তর = 104 
L tan 75°52'= 10°59892 
3' এর অন্তর= 156 
1' বা 60'-এর অন্তর = 52 


=52x30_ 
30° এর অস্তর---€টি =26 


.'. L tan 75/52/30" = 10°59918. 

9.6. ত্রিভুজের সমাধান 

আমর] জানি, যে-কোন ত্রিভুজের ছয়টি অংশ, তিনটি কোণ ও তিনটি ata 1 
যদি কোন ত্রিভুজের প্রতিটি অংশই জানা যায়, তাহ! হইলেই ত্রিভুজটির সমাধান 
হইয়া! যায়। যদি ত্রিভুজের তিনটি অংশ (তাহার মধ্য অন্ততঃ একটি বাহু 
থাক! দরকার) দেওয়া থাকে, তাহ! হইলেই ত্রিভুজের সমাধান করা! যাইবে | 
এখানে ত্রিকোণমিতির সাহায্যে যে তিনটি অংশ দেওয়! থাকে তাহা হইতে 
ত্রিভুজের সমাধান প্রণালী নির্ণয় করা হইবে। ত্রিভুজের তিনটি অংশ বিভিন্ন 
প্রকারে দেওয়া থাকিতে পারে £ 1. তিনটি বাহু, 2. তিনটি কোণ, 3. দুইটি 
বাহু ও তাহাদের wwe s কোণ, 4. দুইটি কোণ ও একটি বাহু, 
5. দুইটি বাহু ও উহাদের বিপরীত কোণ। 

যে যে অংশগুলি দেওয়া থাকে তাহাদের মান অসঙ্গত হইলে ত্রিভুজের 
সমাধান করা সম্ভব নয়। উপরের caseg A আমর] এখানে আলোচন! করিব 1 

9.7. asc ত্রিভুজের তিনটি বাহু a, b, c দেওয়া আছে। 

এখানে তিনটি বাহু a, b, c দেওয়া আছে। কোণ তিনটিকে নির্ণয় 
করিতে হুইবে। 

আমরা জানি, cos a=b te | এখানে যেহেতু а, b, ৫-এর 
মান জান! আছে, অতএব cos A-AA মান জান! যাইবে | соз /-এর মান 
হইতেই ॥-এর মান জানা যাইবে। অনুরূপভাবে B ও ০-এর মান জানা 
যাইবে। যেহেতু কোণগুলি 0° ও 180-এর মধ্যে অবস্থিত, অতএব এই 
সীমার মধ্যে কোণের cosine-43 মান 1-এর বেশী হইতে পারে না । অতএব 
ওঁ কোণটি নির্দি্টভাবে জানা যাইবে । 

fa—8 
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আবার স্ব тщз হইতেও কোণের মান পাওয়া যাইবে। 


2 /(s=b(s 9. А а) 
sin 5 RE yq 5 $ cos 5 ss- Ў 


tan = ৬৩৬০ 800—0), যেখানে 25 abc. 
s(s-a) ' 


Cosine Table হইতে «na মান পাওয়া যায় কিন্ত Logarithmic 
Tangent Table হইতে সঠিক মানের নিকটতম মান ( nearest. approxi- 


mate value ) পাওয়া যায়| অতএব tan 2 "এর za প্রয়োগ করাই 
সবচেয়ে বেশী উপযোগী | 


tan $= 069 b)(s — с) 


5(5—-а) _ 


L tan 2 = 10+, (log (s — b) -log (5—с)—1ор s 


-log (s 4)! 
এইভাবে আরও দুইটি মান নির্ণয় করা ЧЇЧ! 
উদাহরণ 3. যদি ৫17, &-20, c—27 হয়, Table ব্যবহার করিয়া 
কোণগুলি নির্ণয় কর। 
এখানে a+b+e=64 S 2s=a+b+c=64 


„с 8:232 
л (0000. 2х5. ji nj 
এ {ап- = EI E 
M Ms s(s - a) 32x37. V a lal 
' Ltan 104106 tan ^— 10 —1 log 8 
2 2 2 


=10-'451545=9'548455 
এখন L tan 19°30'=9:549150 
L tan 19° 20'— 9545120 
10-এর অন্তর = '0)4030 
l'«43 অন্তর = 7000403 


এখন Ltan 2 А ও L tan 1920'-«2 অস্তর "003335. 


যেহেতু '000403 অস্তর হয় 1'-এর wy 
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Li 
:003335-এর অস্তর হয় 3335 =8'16'5'-এর জন্য | 
403 
স্থতরাং 5719287165" 2. A238/56/33" 


(c) a) . 5x15 TE Ae. йы. 
আবার ша у 0850 ss-5 У 0х278У2— ж 


৯১ 
৯৪৮ 


B. B 
. L tan 5710-Flog tan 2 


— 10--1og 5 – 3 log 2-1 log 2 


— 10 4-:698970 — "903090 — "1 50515 =9'645365 
এখন 1. ап 24° —9648580 
L tan 23°50'=9'645170 
`. 101-এর 99 অন্তর = '003410 
1-44 জন্য অন্তর = '000341 


L tan 5 ও L tan 23:501-এর মধ্যে অন্তর =`000195. 


যেহেতু 7000341 অন্তর হয় 1'-এর 99 


000195 অন্তর হয় 195 60 বা 34-এর জন্য 


2৮234531434 =23°50'34” 
в=47°41'8" 
с=180°— (А-Ев)= 180° – (38°5633"+47°41'8") 
—9372219". 
98. aac ত্রিভুজের তিনটি কোণ A, B, c দেওয়া! আছে। 
এক্ষেত্রে ত্রিভুজের unique সমাধান সম্ভব নয়। কারণ প্রদত্ত কোণ 
তিনটির অসংখ্য ত্রিভুজ অঙ্কন করা যাইবে। এ ত্রিভূজগুলি সদৃশকোণী বলিয়া 
সদৃশ হুইবে। শুধুমাত্র কোণ জান! থাকিলে নিয়ের স্ত্রের সাহায্যে উহাদের 
বাহুগুলির অনুপাত নির্ণয় করা যাইবে। 


b c 
আমরা জানি, aA sin B “Sin G 


<. a:b:c=sin A: si В: sin c. 
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উদ্দীহরণ 4. কোন ত্রিভুজের কোণগুলি 2:3 : 7 এই অনুপাতে আছে। 
প্রমাণ কর উহাদের বাহুগুলি V2:2:(v3--1) এই অনুপাতে আছে। 

ত্রিভুজের কোণগুলি 2:3:7 четсе আছে এবং এ কোণগুলির 
যোগফল 180°। .'. কোণগুলি হইবে 30°, 45°, 105°. - 

s.  বাহুগুলির অনুপাত হইবে sin 30°: sin 45° : sin 105° 

অর্থাৎ а: Б: с=іп 30° : sin 45° : sin 105° 

= 42:2:(V34 1). 

99. ABC ত্রিভুজের A ও ০ কোণ এবং বাহু а দেওয়া আছে। 

যেহেতু A ও C কোণ দেওয়া আছে, অতএব B—180^—(A--C) হইতে 
B কোণ নির্ণয় করা যাইবে। ' 

b С 


আবার যেহেতু বাহ а দেওয়া আছে অতএব u টি c 


হইতে b ও c বাহু নির্ণয় করা যাইবে। 
উদ্দীহরণ 5. asc ত্রিভুজের A—8320', в=45°, b—64 হইলে 
৫-এর মান নির্ণয় কর যেখানে log 2= "30103. 
L зїп 83°20' = 9°99705, 
log 089896 —2:95374, 
এখানে C-180 – (А--8)= 180° — 8323 
26১৫ vb a a Кы сырен ec Tots ed 
sinc sinB  '" sin (180° — 83237) sin 45° 
ТОБЫЛ 
sin 83:232 1. 
V2 


আবার 


বা, с= 64. V2 sin 83231 
বা, c2! sin 8323’ 


log c=} log 2+1. sin 8320'— 10 


= 7 х`30103+9`99705 — 10 = 195374 


=log 89'896 
c= 89'896. 
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9.10. Авс ত্রিভুজের b ও c বাছ এবং তাহাদের 7995 
কোণ দেওয়া আছে। 
এখানে আমাদের с বাছ এবং B ও ০ কোণ নির্ণয় করিতে হুইবে। 


এখন в+С=180°—А B+C_ og А 
2 2 
B-C b-c ‚А 
আবার tan 2 =, +c °9t 2 
в-С z b-c A 
L tan 2 —10-Flog (07 
log , i. XL cot; 
যেহেতু b, c এবং A758 মান জানা আছে, অতএব ডানপক্ষের মান জানা 
যাইবে | 2. L tan ছি t 575 এর 
মান পাওয়া যাইবে। ` 


যেহেতু ate এবং Ë এর মান জানা আছে, অতএব এই দুইটি হইতে 


d 


আবার এ Ka হইতে ৫-এর মান পাওয়া যাইবে I 
r= к BUY уе - ^um 5 
a=b rom í log a=log b +log sin A log sin B 


বা, log a=log b+(10+1og sin A) — (10+ log sin B) 
=log b +L sin A -L sin B. 


911. asc ত্রিভুজের b ও c বাছ এবং বিপরীত কোণ ৪ 


দেওয়। আছে। 
beca এবং বিপরীত কোণ B দেওয়া আছে। বাহু a এবং কোণ 


A ও ০ নির্ণয় করিতে হইবে। 


আমর! জানি, sin S „шз বা, sinc=c sinB 
L sin А নিতে, ইহা হইতে с পাওয়া যায়। 
আবার А+В+С=180°, s, A-180*- (B--C) 


যেহেতু ৪ ও c এর মান জানা আছে, অতএব A-A মান পাওয়া যাইবে। 
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a b ; sin A А 

আবার —=— S. а= — Ere 1 

Sin A sinB sin B ( ) 

এবং пан ља хе. e а= с 510 A pes (ii) 
sin A smc sin С 


(i) হইতে পাই, log a=log b--L sin A-L sin B 
(ii) হইতে পাই, log a=log c--L sin A—L sin С 
ইহাদের যে-কোন একটি হইতে а এর-মান পাওয়! যাইবে। 
এইভাবে ত্রিভূজটির সমাধান করা যাইবে । এইরূপ ক্ষেত্রে কয়েক প্রকার 
বিভিন্ন অবস্থার সৃষ্টি হইতে পারে | এখানে তিন প্রকার অবস্থার বিষয় wm] 
আলোচনা করা হইতেছে | 
1. "fir c sin B>b হয় তাহা হইলে y sinB»1 হইবে। অর্থাৎ 


sin ০৯1 হইবে, কিন্তু ইহা অসম্ভব | কারণ কোন কোণের sine 1 অপেক্ষা 
বৃহত্তর হইবে না। এক্ষেত্রে ০-এর মান নির্ণয় কর! যাইবে না| S. ত্রিভুজ 
অঙ্কনই সম্ভব নয়। .'. ত্রিভুজের সমাধান হইতে পারে Wi d 


2, "f c sin B= = তবে 4৯0৪1 হইবে। 


অর্থাৎ sin c-1-sin 90° হইবে 
с=90° হইবে। 
এক্ষেত্রে একটি সমকোণী ত্রিভুজ পাওয়। যাইবে। 
с* =а*-+Ь° হইবে। 
а= Vc* —b* হইতে এ-এর মান পাওয়া যাইবে। 


3. যদি HL <! হয় তাহা হইলে sin c <! হইবে এবং ০ 


নির্ণয় করা যাইবে | 

আমর! জানি, দুইটি সম্পূরক কোণের সাইন সমান হয়। অতএব C- 
এর দুইটি মান পাওয়া যাইবে, তাহার মধ্যে একটি тид] ও অপরটি 
স্থলকোণ। 

এখন যদি b c হয়, তাহা হইলে ৪১০ হইবে এবং О эта) হইবেই 
এবং একটিমাত্র ত্রিভুজের সমাধান হইবে 1 তাহা না হইলে ৪ ও c একত্রে 
180° অপেক্ষা বড় হইবে। কিন্তু যদি b<c হয়, তাহ! হইলে B < c হইবে 


—— шү g 
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এবং এক্ষেত্রে ০-এর দুইটি মানই হইতে পারে। в ও ০-এর মান জানা 
থাকিলে А=180°—(в-ЕС) হইতে £-এর মান ТӨТ যাইবে। TET 


৫০০ ЭА হইতে এ পাওয়া যাইবে। ০ কোণের দুইটি মান সম্ভব হইলে 


A কোণ ও  বাঁহুরও দুইটি = মান সম্ভব হইবে । অর্থাৎ এক্ষেত্রে দুইটি 
faga পাওয়! যাইবে এবং ত্রিভুজের দুইটি সমাধান পাওয়া যাইবে। 

অতএব দেখা যাইতেছে যে, দুইটি বাহু ও উহাদের বিপরীত কোণ orem 
থাকিলে দুইটি ত্রিভুজ পাওয়া যায়। ইহাকে чуе অবস্থা ( ambiguous 
case ) বলে। 

উপরের সিদ্ধান্তগুলি নীচে দেওয়া হইল। 

যখন ABC ত্রিভুজের b, c এবং B দেওয়া থাকে এবং 

(i) যদি c sin B> b হয়, তাহ| হইলে কোন ত্রিভুজ হইবে না। 

Gi) যদি c sin B=b হয়, তাহা হইলে একটি সমকো ণী ত্রিভুজ সমাধান- 
রূপে পাওয়া যাইবে। 

Gii) যদি bc (west b>c sin в) হয়, তাহ! হইলে একটিমাত্র 
সমাধান হইবে এবং ০ সুক্মকোণ হইবে। 

(у) যদি b=c (зя ৪৯০ 90৪) হয়, তাহা হইলে Nh 
সমাধান হইবে এবং C সুক্মকোণ হইবে। 

(v) যদি b>c sin B কিন্ত b< c হয়, তাহ! হইলে ছুইটি সমাধান পাওয়া 
যাইবে, এবং ইহাকে ambiguous case বলে। . 

উদাহরণ 6. ABC ত্রিভুজের a=45, с= 45 হইলে /-এর মান নির্ণয় 
কর যেখানে c একটি সমকোণ এবং L sin 5/33'— 898157 এবং 1'-এর 
swa 5260. 

এখানে A= ৫ — 4 tlt 20724 LES 

log sin A—1og 1—1og 10= -1 
Lsin A= -1+10=9 
এবং L sin 5°33’ = 898157 


অস্তর = 01843 
"05260 অস্তর হয় 60° এর জন্য 
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0184) অন্তর হয় эз 43121' এর wy 


id L sin A—L sin 533/21" 
А = 5°33'21", 


প্রশ্নমাল! 9 
( Mathematical Tables ব্যবহার কর ] 


1. АВС ত্রিভুজের a=2, b= V2, c V3+1 হইলে ত্রিভূজটি সমাধান 
কর। 
2. যদি ৫17, b= 20, 227 হয়, ত্রিভুজের কোণগুলি নির্ণয় w | 
3. যদি а=4, b=5, с=6 হয়, ৪-এর মান নির্ণয় কর। (দেওয়! 
আছে log 2-'3010300, L cos 27°53' = 99464040, 1-এর জন্য «a 
669) à | 
4. aft a=15, b=19, c=24 হয়, তাহা হইলে বৃহত্তম কোণটি নিৰ্ণয় | 
কর। দেওয়া আছে log 5'7='75587, L cos 88'59'—8:24903, | 
1' এর জন্য অন্তর 718. i 
5. কোন ত্রিভুজের কোণগুলি হইল 105°, 60°, 15°) বাহুগুলির 
чате নিৰ্ণয় কর। 
6. যদি a—7, b=8, с=9 হয়, তাহা হইলে কোণগুলি নিৰ্ণয় কর | 
aeni আছে log 2 = 3010300. 
L tan 24°5 40” =9:6505069, L tan 24/5/50" =9-6505639 
L tan 29 12/20 = 97474183, L tan 291230 = 9747477 
7. যদি ৫9, &-10, ০11 হয়, তাহা হইলে যে বাহুর দৈর্ঘ্য 10 
তাহার বিপরীত কোণ নির্ণয় কর। দেওয়া আছে L tan 29'30'— 
97526420, L tan 29°29' =9-7523472, log 2— 30103. 
8. যদি ৫=4, 6=5, с=6 হয়, তাহা হইলে দেখাও যে বৃহত্তম কোণ 
ক্ষুদ্রতম কোণের দ্বিগুণ | 
9. যদি ৫-74, b=26, с=60 হয়, তাহা হইলে বৃহত্বম কোণ নিৰ্ণয় 
কর। দেওয়া আছে log 9—:9542425, log 13= 11139434, 
L sin 56'19' 299201896, 1'-«z অন্তর = 0000842. 
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10. দেওয়া আছে а=21, ৮-11, с=34°42'30° এবং log 2= 
30103, L tan 72/38'45' = 10150515, А ও B এর মান নির্ণয় কর। 

11. যদি b—540, с= 420, А=52°6' হয়, в ও с নির্ণয় কর। 

12. দেওয়া আছে Ь=1300, c—1400, A=60° এবং log 3= 
4771213, L tan 3401 8:8067422, 10-এর অস্তর= 3306, в ও C 
নির্ণয় কর। 

13. দেওয়া আছে ৮2:25, с=1'75, A=54°, এবং log 2 
301030, Ltan 63 10:292834, 1 ќап 13471 9'389724, 
L tan 1348159390270 ; B ও ০-এর মান কত? 

14. a-70, b=35, c-365212', log 3—'4771213, 
L cot 18/266 = 10'4771213 ; A ও B নির্ণয় কর। 

15. ত্রিভুজের দুইটি বাছুর «ihe 9:7 এবং অস্ততূতি কোণ 6412' 
অন্য কোণ দুইটি নির্ণয় কর। দেওয়া আছে log 2—:3010300, 
L tan 57°54'=10:2025255, L tan 11°16'=9`2993216, L tan 
11717'—9:2999804. 

16. (i) 8—70/30', с= 78°55', a= 102 ; ত্ৰিভুজটি সমাধান কর। 

(ü) А=75°,в=30°, b= J8 ; (у= সমাধান কর। 

17. b=243, c=681, A—50'42/, ауз সমাধান কর। 

18. b=80, ০- 100, А=60°; в ও ০ নির্ণয় কর। দেওয়া আছে 
log 3— 47712, L tan 10753 36' —9'28432. 

19. в=45°, с=10°, а=200, &-এর মান নির্ণয় কর। omen 
আছে 1og2— 3010300, L sin 55°=9'9133645, log 17264. 
32311414, log 1726'5 = 32371666. 

20. b=15, c—10, 8—60', a ও /-এর মান নির্ণয় কর। দেওয়। 
আছে sin 84441799578. š : 

21. а=45, с=45, c-90, A-এর মান নির্ণয় কর। দেওয়া 
আছে L sin 5331» 8'98157 এবং 1'-এর অস্তর 5260. 
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দশম repr 
উচ্চতা! ও দুরত্ব বিষয়ক প্রশ্ন ও সমস্যাবলী 


( Problems on Heights and Distances ) 


10.1. উচ্চতা ও দূরত্ব সম্বন্ধে ইতিমধ্যেই কিছু কিছু শিখিয়াছ। এই 
অধ্যায়ে উচ্চতা ও দূরত্ববিষয়ক জটিল প্রশ্ন ও সমস্তাবলী লইয়া আলোচনা 
করা হইবে। প্রথমে আমর] সংক্ষেপে উন্নতি কোণ ও অবনতি কোণ ( Angle 
of elevation and angle of depression) সম্বন্ধে আলোচন! করিব 
এবং পরে জটিল প্রশ্নের সমাধান করিব | 

10.2. উন্নতি কোণ ও অবনতি কোণ 

মনে কর, О এবং P দুইটি বিন্দু একই ич সমতলে (Vertical Plane) 
অবস্থিত। আরও মনে কর, £ быб о বিন্দু হইতে উচ্চস্থানে অবস্থিত | 
ОР যোগ কর। о বিন্দু দিয়া এ 
সমতলে একটি অনুভূমিক রেখা 
(horizontal line) ox অঙ্কিত 
কর। PŠTO ОХ-41 উপর РМ * 
লম্ব টান। »০-এর সমান্তরাল করিয়া 
PM সরলরেখা টান। এখন ০বিন্দু 6 
হইতে P বিন্দুকে দেখিলে, ZPON- 
কে P বিন্দুর উন্নতি কোণ (angle of চিত্র 25 
elevation ) বলা হয়। আবার Р বিন্দু হইতে о বিন্দুকে দেখিলে, 

£MPO-কে ০ বিন্দুর অবনতি কোণ ( angle of depression ) 491 হয়। 

. যে-কোন দুইটি বিন্দু ০ এবং P-এর জন্য о বিন্দু হইতে P-ga উন্নতি 
'কোণ= বিন্দু হইতে ০-এর অবনতি (414 | 

কার্ধক্ষেত্রে কোন বিন্দুর উন্নতি কোণ বা অবনতি কোণ মাপিবার জন্য 
সাধারণতঃ যে wa ব্যবহার করা হয় তাহাকে থিওভোলাইট ( Theodolite ) 
বলা হয়। আবার কোন একটি বিন্দু হইতে অন্য দুইটি বিন্দুর কৌণিক দূরত্ব 
মাপিবার জন্য যে যন্ত্র ব্যবহার কর! হয় তাহাকে Sextant বলা হয়। 


M P 


N: X 
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উদ্বাহরণ। অনুভূমিক সমতলে অবস্থিত কোন বিন্দু হইতে দেখিলে একটি 
মন্দিরের চড়ার শীর্ষবিন্দুর উন্নতি কোণ 30°, মন্দিরের দিকে 40 ফুট অগ্রসর 
হইয়! দেখিলে এ ааа উন্নতি কোণ 45° sq | মন্দিরের উচ্চতা! নির্ণয় কর। 
মনে কর, P হইল মন্দিরের চড়ার শীর্ষবিন্দু। ০ fas হইল এ মন্দিরের 
পাদবিন্দু। А হইতে দেখিলে P-এর 
উন্নতিকোণ 30° এবং B হইতে 
দেখিলে 2-এর উন্নতি কোণ 45° | 
এখানে АВ=40 ফুট। অর্থাৎ 
ZPAC-30, /РВС= 45°, 
АВ =401 cP-4a দৈর্ঘ্য নির্ণয় 
করিতে হইবে। 
মনে কর, CP = x এবং BC— y | চিত্র 26 
এখন РАС ও PBC এই দুইটি সমকোণী ত্ৰিভূজ হইতে পাই, 


РО {ап 30° এবং PC tan 45° 
АС вс 


x tum ° ЖУТ E "Уо PC= x 
অর্থাৎ XI 30° এবং zum 45 ( x ss] 
i cad х 
বা, J3x=40+y .. (1) এবং x=y ... (2) 


বা, V3x=40+x (у=х 9111) 
বা, x(4/3— 1) =40 
] ; 40 40( Уз-++1) __40(У3+1) 


м Е 


+ +-73-1-175-7)3+1) 2 
=20:732+ 1) =20x 2:732. = 54 64. 
বা, x-5464 ফুট। 
মন্দিরের উচ্চতা _ 54'64 ফুট (প্রায় ) | 


10.3. কোন দুর্গম জিনিসের উচ্চতা ও দুরত্ব নির্ণয় : 
কোন দুর্গম জিনিসের কাছে еті সম্ভব নয়। সেই কারণে দূর হইতে 
তাহার উচ্চত! ও দূরত্ব নির্ণয় করা হয়। 
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মনে কর, P হইল একটি দুর্গম চূড়া । এই চূড়ার উচ্চতা Pc ও А হইতে 
০-এর দূরত্ব নির্ণয় করিতে হুইবে। 

মনে কর, A হইতে P-44 উন্নতি 
কোণ «। А হইতে যদি ০-এর দিকে 
অগ্রসর হওয়া সম্ভব হয় তাহা হইলে A 
হইতে ৪-তে অগ্রসর Жең] গেল মনে 
কর। এখন মনে কর, B হইতে 
P-এর উন্নতি কোণ PI А হইতে A А 
৪-এর দূরত্ব আমাদের জানা আছে। АВ у E 
মনে কর, ABex| আবার মনে 
কর, ৪০-/ এবং AC — d | i চিত্র 27 


০০০০ ০ ОЛЫ di $4 


এখন X-AB-—AC-BC-h cot «—h cot Ê 


E: AC BC 


41, АС=РС cot <=h cot < 
এবং ВС=РС cot B=h cot] 


বা, х=208 5 - coss TE В cos « - sin « cos j 


sin X sin sin < sin Ё 
ZR sin(B — <) 
sin < sin f 
.xsin«sinf .. * n 
ছা 8-4 x sin < sin f cosec (f — <) 


আবার AC=h cot <= x sin < sin В cosec (P —«)xcot < 


а= sin < sin Ё cos« 


Ux + cosec (B — <) 


বা, 
= x cos < sin P соѕес (B- <) (`. AC—d) 
যেহেতু d, <, В আমাদের জানা আছে, অতএব log table-এর সাহায্যে 
উচ্চতা h ও দূরত্ব ৫-এর মান পাওয়া যাইবে। 
এখন যদি А হইতে ০-এর দিকে সোজা! অগ্রসর тет] না যায়, তাহা হইলে 
A হইতে যে-কোন দিকে অগ্রসর হওয়া যাক । মনে কর, А হইতে ৪-তে 
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অগ্রসর হওয়া গেল এবং AB= x মনে কর ( AB-এর মান আমাদের জান! 
আছে ) | P 


মনে কর, A হইতে £-এর উন্নতি 
কোণ <| মনে কর, ZPAB—-0 


এবং /АВР=ф 1 
А A 
এখন ABP ত্রিভুজ হইতে পাই, NIB C 
85 Д AP 2 < 
 SinAPB sin $ VB 
বা, АВ АР চিত্র 28 


sin (180 — (9--8)) sin $ 
. ABsin$ó _ x sin. 
sin (9+¢) sin (0+9$) 
=x sin % cosec (04-4). 
আবার АСР ত্রিভুজ হইতে পাই, 


РС еіп < এবং AC — cos « | 
AP AP 


AP 


PCrAP sin < 
= x sin 4 cosec (0--4) sin < ( AP-43 মান বসাইয়া) 
=x sin < sin % ০০5০০ (0-- 4) 
*, নির্ণের উচ্চতা РС= x sin < sin  cosec (0 +4) 
আবীর AC= AP cos <= x sin $ cosec (0+¢). cos < 


( AP-« মান 411811 পাই ) 
= x sin ф cos < cosec ( 0-- 4) 


‚ fca тач (АС) = x sin $ cos < cosec (0 4-4). 
104. দুইটি ча দৃশ্য কিন্তু দুর্গম, এইরকম দুইটি বস্তুর মধ্যে 
দুরত্ব নির্ণয় £ 
মনে কর, P ও а দুইটি দুর্গম 481 ইহাদের qux РӘ নির্ণয় করিতে 
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হইবে। মনে কর, A ও B বিন্দু হইতে P ও Q-C দেখা যায়। মনে কর, 
AB=x এবং /РАӘ = 0, ZPAB—X, LQAB=Ê | 


চিত্র 29 


আবার ZPBA-—», Z аВА= д মনে কর। 
এখন РАВ ত্রিভুজ হইতে পাই, — AB — AP. 


sin Hs" sin sin? 
৮ ue. AUD 
sin {180° —(x--») sin? 
বা x = AP ` 
' Sin(<+)) sin» 
AP = х sin У cosec («--»). 


| 
আবার aas ত্রিভুজ হইতে পাই, ^B =_^® 


sin Lade sin д 


AB 
sin (180 +5} 


29. 
বা, sin à 


বা; E 8০৬, 
' sin(8--5) 510 ó 
AQ = x sin 6 cosec (745) | 
PAQ ত্রিভুজ হইতে পাই, | 
PQ? = AP*--AQG* —2AP . AQ cos PAQ | 
= x° sin*» cosec*(«--») -- x° 8126০0996০৭ (f+) 
—2x sin у cosec («--?). x sin 6 cosec (24-5). cos 0. 


тї দৈর্ঘ্য 


৮৩ = sin?» cosec*(<+)-- x* sin*à cosec*(8 +) 
97 A/ — 2x* sin у sin 5 cosec (<+) cosec (B+ à) cos 0. 
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ЗІ. 1. কোন স্তম্ভের পাদদেশের একই সমতলে অবস্থিত কোন বিন্দু 
e হইতে স্তম্ভের শীর্ষের উন্নতি কোণ «| এ বিন্দুর ঠিক h ছুট উচু স্থান 
a হইতে স্তম্ভের পাদদেশের অবনতি 
কোণ ॥। | স্তম্ভটির উচ্চত! নির্ণয় কর। 

মনে কর, MN একটি স্তম্ভ M 
যে সমতলে অবস্থিত ঠিক একই | 
সমতলের উপর Р বিন্দু অবস্থিত। A 
P বিন্দু হইতে h ফুট উপরে а বিন্দু 
অবস্থিত। MN-44 উপর PM ও 
ак দুইটি ач! এখানে Pa=h . চিত্র 30 
ফুট, ZNPM=4, /нам=Ё! এবং ZRaM— Z@MP (একাত্তর 
কোণ) I 


এখন PMa ত্রিভুজ হইতে পাই, tan B=} 


pus 20 p cot ñ | 


tan 8 


_мм_ MN 
আবার PMN ত্রিভুজ হইতে পাই, tan бел рс 


MN=h tan < cot 8 
. geha নির্ণেয় দৈর্ঘা 

(MN)—4 tan cot f. 

Spi. 2. 300 ফুট উচ্চ কোন মন্দিরের 
узя শীর্ষ হইতে কোন স্তম্ভের শীৰ্ষবিন্দু এবং 
উহার পাদবিন্দুর অবনতি কোণ দুইটি যথাক্রমে 
45° ও 60° হইলে স্তম্ভের উচ্চতা নির্ণয় কর। 

মনে কর, а হইল চূড়ার fI 
AB হইল স্তম্ভ। A বিন্দু হইল স্তম্ভের 
পাদবিন্দু এবং ৪ বিন্দু হইল эгет MRT | 
এখানে Ра = 300 ফুট এবং /вас= 45, 
ZL^ec- 60. 

মনে কর, স্তম্ভের উচচতা AB= x. 
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এখন ৪০০, ত্রিভুজ হইতে পাই, 
„_вС_АС-АВ 
{ап 45 EAE со. 
বা, 1=300_% (যেহেতু Pa=ac=300) 
со 
a c0-2300—x. 
WAGE 300) 
আবার tan 60 od асл 
_ 300 ৪4:45 
зао বা, 300-х=205 
_ 200 300. 300(/ 3 — 1) _ 300 x (1732 — 1) 
A, aa wayaqa < «D 17132 
203005071327 (e 
T1 1268 ফুট (প্রায় )। 


`, স্তম্ভের উচ্চতা 1268 ফুট (প্রায় )। 


প্রশ্মমালা 10 


1. gis সমতলে অবস্থিত কোন বিন্দু হইতে একটি মন্দিরের 
চূড়ার শীধবিন্দুর উন্নতি কোণ 45° হয়। মন্দিরের দিকে 200 মিঃ অগ্রসর 
হইলে 3 абача উন্নতি কোণ 60° হয়। মন্দিরের উচ্চতা৷ নির্ণয় কর। 

2. সুর্যের উন্নতি কোণ 45° হইতে 60° হইলে, একটি স্তম্ভের ছায়ার 
দৈর্ঘ্য 4 মিঃ পরিমাণ পরিবর্তিত হয়। ба উন্নতি কোণ 30° হইলে স্তম্ভটির 
ছায়ার দৈর্ঘ্য কত? 

з, 700 মিঃ Geg অবস্থিত কোন ব্যোমধান হইতে এক পাহাড়ের শীর্ষবিন্দু 
এবং উহার পাদবিন্দুর অবনতি কোণ দুইটি যথাক্রমে 30 ও 60° হয়। 
পাহাড়ের উচ্চতা নির্ণয় কর। & 

4. দুইটি স্তম্ভ qata 60 মিঃ ও 20 মিঃ 951 দ্বিতীয় স্তম্ভের পাদদেশ 
হইতে প্রথম স্তম্ভের শীর্ষের উন্নতি কোণ 60° হইলে প্রথম 9081 পাদদেশ 
হইতে দ্বিতীয় স্তম্ভের icta উন্নতি কোণের পরিমাণ নির্ণয় কর। 
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5. একটি সরল রাস্তার উপরে Зате উর্ধ্বে অবস্থিত কোন বিমান 
হইতে এ রাস্তার উপরে অবস্থিত পর পর দুইটি কিলোমিটার নির্দেশক স্তম্ভের 
অবনতি কোণ যথাক্রমে 45° ও 60° হইলে বিমানের উচ্চতা! নির্ণয় কর। 

6. কোন সেতু নদীর তীরবর্তী কোন বিন্দুতে 45° কোণ উৎপন্ন করে 
এবং আরও 800 মিটার দূরে কোন বিন্দুতে 30° কোণ উৎপন্ন করে। নদীর 
তীর সরল হইলে সেতুর দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 

7. একটি নদীর সরল তীরে A, B, с তিনটি বস্ত এমনভাবে অবস্থিত 
যেন АВ=вс=4 মাইল । একখানা Qata в অভিমুখে লম্বভাবে আসিতে 
থাকিলে কোন এক অবস্থানে ্রমারখানির সহিত АС, 60° কোণ উৎপন্ন করে। 
ট্রমারখানি আরও 10 মিনিট অগ্রসর হইলে AC, 120° কোণ উৎপন্ন করে। 
স্তীমারখানির গতিবেগ নির্ণয় কর। 


8. কোন gaa পাশে | উচ্চস্থানে দাড়াইলে যদি কোন মেঘের উন্নতি কোণ 
॥ এবং зия জলে মেঘের প্রতিবিদ্বের অবনতি কোণ < হয়, তাহা হইলে প্রমাণ 


sin (<+ 6) 


sin («— 0) l 


কর হুদের জল হইতে মেঘের SS=] 


9. কোন একটি স্থানে দুইটি বস্তু দর্শকের চোখে বৃহত্তম কোণ উৎপন্ন 
করে, সেইস্থান হইতে এ দূরত্ব অগ্রসর হইলে দুইটি чч এক মনে হয় এবং 
দর্শকের পথের সহিত ача দিক (direction ) < কোণ উৎপন্ন করে। 49 
দুইটির মধ্যে দূরত্ব নির্ণয় কর। 

10. কোন মন্দিরের পাদদেশের সমতলে অবস্থিত কোন বিন্দু হইতে 
মন্দিরের শীর্ষের উন্নতি কোণ 60°1 3 বিন্দুর ঠিক 40 ফুট উচু স্থান হইতে 
асб উন্নতি কোণ 45”। মন্দিরের উচ্চতা! নির্ণয় কর। ; 

.11. 50 ছুট উচ্চ কোন মন্দিরের পাদদেশ হইতে উচ্চ কোন স্তম্ভশীর্ষের 
উন্নতিকোণ 60^ মন্দিরের শীর্ষ হইতে স্তম্ভের পাদদেশের উন্নতি কোণ 30° 1 
স্তম্ভের উচ্চতা কত? 

12. কোন স্তম্ভের ঠিক পূর্বদিকে অবস্থিত P হইতে দেখিলে তাহার চুড়ার 
উন্নতি কোণ < এবং Рая উত্তরদিকে অবস্থিত о হইতে দেখিলে উন্নতি কোণ 
Bum l স্তম্ভের উচ্চতা নির্ণয় কর । 

13. কোন শ্ুস্তের];পাদদেশের পূর্বদিকে অবস্থিত একটি বিন্দু Р হইতে 
স্তম্ভের শীর্ষবিন্দুর উন্নতি কোণ 45° এবং P বিন্দুর দক্ষিণে অবস্থিত o বিন্দু 

fa—9 


Merc Horn 
হইতে vefa উন্নতি কোণ 30'| ষদি Pa-aa দূরত্ব 400 মিঃ হয় তাহা 
হইলে স্তম্ভটির উচ্চতা! নির্ণয় কর। 

14. একটি স্তম্ভের pyta উন্নতি কোণ উহার দক্ষিণে অবস্থিত P বিন্দুতে 


30° এবং P বিন্দুর ঠিক পশ্চিমে d দূরত্বে অবস্থিত a বিন্দুতে 18° হয়। স্তম্ভের 
উচ্চতা নির্ণয় কর। 


15. একটি স্তম্ভের pyta উন্নতি কোণ অন্ুভূমিক 2d দৈর্ঘ্যের ভূমিরেখার - 


উভয় প্রান্ত হইতে < এবং রেখার মধ্যবিন্দু হইতে 61 প্রমাণ কর স্তম্তের 
9510 asing i 
CN Vsin (8+<) sin (8—4) 
16. 300 মিঃ উচুতে আছে এমন একটি ব্যোমধান হইতে কোন স্তম্ভের 
Яй ও তাহার পাদবিন্দুর অবনতি কোণ দুইটি যথাক্রমে 45" ও 60° হইলে 
чє উচ্চতা নির্ণয় কর। 


উত্তরমালা 


প্রশ্নমালা 1 
1. 1315127 2. 1072520 3. 1530'45 
13s 2 59 2013 
4, 12 
900" 5. 432" ` "9007. 
1163 
ГЛ. : ° 
7 8. 30 9. 360 
10. 135° 11. 210° 12. 36°11'42' 
d озса de 3,00 M e=, =° E 
30,60,90; =, ^ 2 
15. 5:4 16. 3604q 17. 132152! 
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স্থানাঙ্ক, দূরত্ব, ক্ষেত্রফল 
1.1. স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


জ্যামিতির আলোচনা গণিতের যে শাখায় বীজগণিতের সাহায্যে করা হয় 
তাহাকে স্থানাঙ্ক জ্যামিতি বলে। 

পূর্বের শ্রেণীতে লেখ অঙ্কনের সময় বিন্দুর স্থানাঙ্ক (Co-ordinates) সম্পর্কে 
ভানিয়াছ। কোন বিন্দুর স্থানাঙ্ক জানা থাকিলে ওই বিন্দুর অবস্থান নির্ণয় বা 
উনার অবস্থান জান! থাকিলে তাহা হইতে উহার স্থানাঙ্ক নির্ণয়, ইত্যাদি সম্পর্কে 
তোমর! আগেই শিখিয়াছ | এখানে ইহাদের পুনরালোচনা করা হইল। 

1.2. স্থানাঙ্ক (Co-ordinates) ` 

একটি মমতলক্ষেত্রের উপর মনে কর OX ও OY দুইটি নির্দিষ্ট সরলরেখা। 
এই দুইটি সরলরেখা পরস্পরকে লম্বভাবে ছেদ করে। ОХ রেখাকে %-অক্ষ 
(x-axis) এবং OY রেখাকে )-অক্ষ 
(y-axis) বলা হয়। একত্রে 
еса ভুজ-কোটি অক্ষরেখ। 
4j эртең বলা হয়। এই রেখা 
দুইটির ছেদবিন্দু 0-কে মূলবিন্দু 
(origin) বলা হয়। 

একই সমতলে P একটি বিন্দু 
লও। OY রেখার সমান্তরাল 
করিয়া! PM একটি সরলরেখা টান 
যাহা 0/%-কে M বিন্দুতে ছেদ করে। দূরত্ব 0M-কে P বিন্দুর ভুজ (abscissa) 
এবং দূরত্ব PM-কে P বিন্দুর কোটি (ordinate) বল! হয়। এই দুরত্বদ্বয়কে 
একসঙ্গে বিন্দুর স্থানাঙ্ক বলা হয়।, যদি OM —x, PM -y হয় তাহা 
হইলে P বিন্দুর স্থানাঙ্ক (x, y) চিহ্ন দ্বারা প্রকাশ করা হয়। 

এক্ষণে ХО রেখাকে X পর্যন্ত এবং YO রেখাকে Y পর্যন্ত বধিত কর! 
হইল। মূলবিন্দু হইতে OX-as দিকে এবং 0%-এর দিকে men দূরত্বের 


Fig. 1 


2 স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


মাপগুলিকে ধনাত্মক (positive) বলিয়া ধর। হয়। আবার অপরপক্ষে মূলবিন্দু 
হইতে ОХ এবং 0Y“এর দিকে тет দূরত্বের মাপগুলিকে খণাত্মক 
(negative) বলিয়া ধরা হয়। স্পষ্টতঃই দেখা যাইতেছে যে, XOX এবং 
YOY অক্ষনুইটি সম্পুর্ণ সমতলক্ষেত্রটিকে XOY, YOX^, ХОҮ এবং Ү'ОХ 
এই চারিটি ভাগে ভাগ করিয়াছে। এই চারিটি ভাগকে যথাক্রমে প্রথম পাদ 
(first quadrant), দ্বিতীয় পাদ (second quadrant), তৃতীয় পাদ 
(third quadrant) এবং চতুর্থ পাদ (fourth quadrant) বলা e I 

P বিন্দুটি প্রথম পাদে অবস্থিত। যদি OM — a, PM =b হয়, ete] হইলে 
P বিন্দুর স্থানাঙ্ক হইবে (а, b)i দ্বিতীয় পাদে Р, একটি বিন্দুলও এবং OY 
' রেখার সমান্তরাল করিয়। PM, একটি সরলরেখ! টান। মনে কর OM -এর 
দূরত্ব ৫ এবং М.Р, чя দূরত্ব d. অতএব P, বিন্দুর স্থানাঙ্ক হইবে (с, d) | 
আবার তৃতীয় পাদে Р, একটি বিন্দু লও। OY-«s সমান্তরাল করিয়! М.Р, 
একটি সরলরেখ| টান। মনে কর OM en দূরত্ব 2 এবং (,P,-এর quu f. 
অতএব Paaa স্থানাঙ্ক হইবে (—е, —f)! পুনরায় চতুর্থ পাদে P. আর 
একটি বিন্দু লও । ০07-এর সমান্তরাল করিয়। МР, সরলরেখ। টান। যদি 
074,-এর দূরত্ব ৪ এবং 14/,*এর দূরত্ব h হয়, তাহ! হইলে P,-এর হ্ানাঙ্ক 
হইবে (g, -h)1 

যদি P বিন্দুর স্থানাঙ্ক (x, y) হয় তাহ! হইলে, 


G) »=0, যদি P বিন্দু *-অক্ষের 
উপর অবস্থিত হয়। 

(ii) х=0, যদি P faut )-অক্ষের 
উপর অবস্থিত হয়। 

(iii) х>0,у>0, যদি P বিন্দু 
প্রথম পাদে অবস্থিত হয়। 

(iv) х<0,у>0,җч{# P বিন্দু 

Fig. 2 , দ্বিতীয় পাদে অবস্থিত হয়। 

(v) х<0,у<0, যদি P বিন্দু তৃতীয় পাদে অবস্থিত হয়। 
(vi) ৯৯০, ১০, যদি P বিন্দু চতুৰ্থ পাদে অবস্থিত ex | 
এখানে স্পষ্টতঃই বুঝ! যাইতেছে যে মূলবিন্দু О এর স্থানাঙ্ক (0, C) 1 


| 
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', P বিন্দুর স্থানাঙ্ক (x, y) প্রথম পাদে (+,+), দ্বিতীয় পাদে (—,+), 
তৃতীয় পাদে (—, —) এবং চতুর্থ পাদে (+, -) হইবে। 

যেহেতু XOX এবং YOY অক্ষ 
দুইটি পরস্পর লম্বভাবে অবস্থিত দ্বিতীয় পাদ 
সেইহেতু ওই দুইটি অক্ষকে Rectan- gon FY 
gular axes বলা 3| উপরের 
আলোচিত স্থানাঙ্ক পদ্ধতিটিকে 
আয়তক্ষেত্রাকার কার্তেজীয় স্থানাঙ্ক 
পদ্ধতি (Rectangular Cartesian 
Co-ordinate system) বল] £x 1 


13. মেরুজ স্থানাঙ্ক পদ্ধতি (Polar Co-ordinate System) : 

মনে কর, 0 একটি নির্দিষ্ট বিন্দু এবং এই O বিন্দুটি হইল মুলবিন্দু। О বিন্দু 
অধ্য দিয় OX একটি নির্দিষ্ট সরলরেখা। একই সমতলে P একটি বিন্দু লও। 
OP যোগ কর। Р বিন্দুর অবস্থান 
জানা যাইবে যদি Z ХОР এবং 0P-এর 
দূরত্ব জানা থাকে। ёХОР-С& 
ধনাত্মক ধর! হয় যদি ইহ! OX হইতে 
ঘড়ির কাটার বিপরীত দিকে পরিমাপ 
করা হয়। দৈর্ঘা ОР-с® Radius 
. Vector বলা হয় এবং ইহাকে? দ্বারা 

De সুচিত করা হয়। £/০%-কে 
Vertical angle বলা হয় এবং ইহাকে 0 দ্বার! স্থচিত কর! হয়। এই দুইটিকে 
একসঙ্গে Р বিন্দুর মেরুজ স্থানাঙ্ক (Polar Co-ordinate) বলা হয়। P বিন্দুর 
অবস্থান (r, 9) দ্বারা সুচিত হয়। 

Radius Vector-কে ধনাত্মক ধরা হয় যদি ইহা মূলবিন্দু О হইতে -এর 
দিকে হয় (along the line bounding the vertical angle) এবং খণাত্মক 
ধরা হয় যদি ইহা! বিপরীত দিকে পরিমাপ করা হয়। যদি P বিন্দুকে এমনভাবে 
Q পর্যন্ত বধিত করা হয় যেখানে OQ = OP (মানের দিক্‌ হইতে ) তাহা হইলে 


Q বিন্দুর স্থানাঙ্ক হইবে (—т, 9) বা (r, 02) 1 


Fig. 3 


[JH 


Q 
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14. কাৰ্তেজীয় স্থানাঙ্ক এবং মেরুজ স্থানাঞ্কের মধ্যে PR facit 
(Relation between the Cartesian Co-ordinates and the Polar 
Co-ordinates) : 

মনে কর, Cartesian Co-ordinates-4 P বিন্দুর স্থানাঙ্ক (x,y) [ОХ 

Y. অক্ষ এবং OY অক্ষ অনুসারে ] এবং 
Polar Co-ordinates-a Р বিন্দুর 


^ স্থানাঙ্ক (r, 0) [ O বিন্দু (Pole) এবং 
» y initial line OX অনুসারে 11 
PA OX-«a উপর РМ аз টান| হইল | 
oam X  QP যোগ কর। তাহা হইলে OP = r, 
Fig. 5 ОМ = х, PM-yI 
„. х= ОР cos МОР =т eos 6 t3 (i) 
у= PM = OP sin MOP=r sin 6 e (ii) 
r-0P- JOM + MP? = Ух? + y? Е. (iii) 
(/)-কে (D) দ্বারা ভাগ করিয়া পাই, 
У stano 
x 
a ৪৫৫17 Е (iv) 


Cartesian এবং Polar Со-огдіпаќеѕ-а মধ্যে fasfafas সম্পর্কগুলি 


প্রতিষ্ঠিত হইল | 


а І 
y ^r sin 0 (৮ 
r= Ух“ +y 

$-tan Y (vi) 


উপরিউক্ত (y) নং সম্পর্ক হইতে কোন বিন্দুর স্থানাঙ্ক Polar Co-ordi- 
nate-& দেওয়া থাকিলে ওই বিন্দুর Cartesian Co-ordinates-& স্থানাঙ্ক 
бп যাইবে । আবার (vi) নং সম্পর্ক হইতে কোন বিন্দুর কার্ভেজীয় স্থানাঙ্ক 
(Cartesian Co-ordinate) দেওয়া! থাকিলে ওই বিন্দুর মেরুজ স্থানাঙ্ক 
(Polar Co-ordinates) নির্ণয় কর! чя 1 


স্থানাঙ্ক, দূরত্ব, ক্ষেত্রফল 5 


15. Rectangular Со-огйїпаїев-@@ সাহায্যে মূলবিন্দু হইতে 
কোন নির্দিষ্ট বিন্দুর দূরত্ব নির্নয় (To find the distance of a given 
point from the origin in terms of its Co-ordinates) : 

মনে কর, OX এবং OY দুইটি V 
Rectangular axes এবং P একটি 


বিন্দু যাহার স্থানাঙ্ক (х,у)! O বিন্দু Р(х,у) 

হইতে P বিন্দুর দূরত্ব নির্ণয় করিতে y 

হইবে। P বিন্দু হইতে 0%-এর উপর 

РМ am টান। OP যোগ কর। o M 
যেহেতু Р বিন্দুর স্থানাঙ্ক (x, y) _ Fig. 6 


'. OM=x,PM=y 
* OP'=OM°+MP° 
=" +y? 
ОР= үх? +у?. 
1.6. স্থানাঙ্ক ছার! দুইটি প্রদত্ত বিন্দুর মধ্যে দুরত্ব নির্ণয় 
(To find the distance between the two points in terms of their 


Co-ordinates) : 


মনে কর, OX এবং OY ছুইটি 
Rectangular axes এবং P ও Q 
দুইটি fax | মনে কর, P বিন্দুর স্থানাঙ্ক 
(x, y.) এবং О বিন্দুর স্থানাঙ্ক (x, 
у)! PQ সরলরেখার দৈর্ঘ্য নির্ণয় 
করিতে হইবে | 0%-এর উপর Pe Q 
বিন্দু দুইটি হইতে যথাক্রমে PT ও QS 
ач টানা হইল 1 আবার PT রেখার 
উপর QR «m টান। 
এখন OT - x;, OS — x, РТ=у,, QS-y. 

QR-ST-OT - 05= х, – Хг 

РК = РТ КТ= РТ-05= У: – У 
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<. РОВ সমকোণী faga, 

РО? = ОК? + ЕР? . 
(х.х) (у: Уз)" 
7. РО = М(х, х.) + (у уз)? 

তানুসিদ্ধান্ত 8 Q বিন্দুটি যদি যূলবিন্দু 0-এর সহিত মিলিয। যায় তাহা 
হইলে 2০0, ya 7 0 হয়। 

JO PO- x, 7015 হয়। 

1.7. দুইটি নির্দিষ্ট বিন্দুর মেরুজ স্থানাঙ্ক (Polar Co-ordinates) 
দেওয়। থাকিলে উহাদের দুরত্ব নির্ণয় (To find the length of a straight 
line joining two points whose 
Polar Co ordinates are given) : 

মনে কর, Р বিন্দুর Polar 
Co-ordinates (r,, 98) এবং 
О বিন্দুর Polar Co-ordinates 

O x (rs, 02) | 
Fig. 8 এখন /ООР= /XOP- 

ZX0Q-9,- 6; 
আবার PQ* S ОР? + 00° -20P.0Q cos ООР 
=r,” -r?-—2rr,cos (0,—0,) 
у PQ= Vr," +T, —2r,r; cos(0; —0,). 

18. Р(х,у.) এবং О(х„ у.) এই দুইটি বিন্দুর সংযোজক 
সরলরেখাকে যে বিন্দু (R) min অনুপাতে অন্তর্বিভক্ত করে 
তাহার স্থানাঙ্ক নির্ণয় (To find the Co-ordinates of a point (К) 
which internally divides the line joining the points P(x,, y), 
0(%5, Ya) in the ratio тїп): 

মনে কর, P(x,, 71) এবং Q(x,, y.) 588 বিন্দু এবং R বিন্দু РО রেখার 
উপর এইরূপে অবস্থিত যেন PR: RO=m:n। 

মনে কর, R বিন্দুর স্থানাঙ্ক (x,y)! OX রেখার উপর PL, ОМ, RN 
ич টান। 0X-এর সমান্তরাল করিয়া! PT টান । PT রেখ! RN-কে S বিন্দুতে 
এবং ОМ-с® T বিন্দুতে ছেদ করে | 


Q(1,0;) 
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এখন OL-x,, OM -x, 0N=x 
চিত্র হইতে আমরা পাই, 


Fig. 9 


PS-LN-ON-OL-x-x, * 
RS-RN-SN-y-y; 
ST-NM-0M-0N-x,-x 


যেহেতু RS এবং QT সমান্তরাল 


a p 


অর্থাৎ 57 
x,—x n 


অথবা, n(x—x.)=m(x, — x) 

অথবা, (т п)х = тх, +их, 
> š _тХа + nx, 
E m+n °“ 


পুনরায় РОТ (aca যেহেতু RS | QT 
JS RS. РК РК me 
* QT РО PR+RQ m+n 
ай а В 


уру. m+n 


A "Уз + пу, 

е т+п 
mx, + nx, туа * "Уз 
B P বিন্দুর স্থানাঙ্ক mir , m+n 4 
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1.9, R বিন্দু РО সরলরেখাকে min অনুপাতে ае 
করিলে উহার স্থানাঙ্ক নির্ণয় (To find the Co-ordinates of a 
point R which externally divides PQ in the ratio m : n) : 

মনে কর, R বিন্দুটি বধিত PQ রেখার উপর এমনভাবে অবস্থিত যে, 

PR m 
QR. т: 

মনে কর, R বিন্দুর স্থানাঙ্ক (х,у)! OX রেখার উপর P, О, R বিন্দু 
হইতে যথাক্রমে PL, QM, RN zw টান এবং RN-এর উপর Р e О হইতে 
যথাক্রমে PS, ОТ аҹ 519 | 


Fig. 10 


এখন PS-LN-0N-OL-x-—x, 
QT- MN-ON-OM-x-x, 
RS - NR - NS- NR- PL- y — y, 
RT-NR-NI-NR-MQ -y-y, 
এখন APRS е AQRT সদৃশ 
m PR PS x-x, 


n QR QT x-x, 


3 mx-mx,-nx-nx, 


বা, x(m-n)-mx,-nx, 
mx, —nx, 
m-n 


х= 


zx ту-ту„=пу-пу, 
у(т—п)=ту»—пу, 


Is -n 
У m-n 


к বিন্দুর স্থানাঙ্ক (৮77 mn-m) 


m-n m-n 
অনুসিদ্ধান্ত £ R বিন্দু PQ রেখাকে সমদ্বিখণ্ডিত করিলে Mal হয় 
অর্থাৎ т=п হয়। 


mx, +nx, _7 (515) _ X, T+ ৯5 
Dig 


х= 
т+п 2т 


my,*ny, _т(у„+У,)_У‹+Уз 
т+п 2т 2 


R বিন্দু РО রেখার মধ্যবিন্দু হইলে R বিন্দুর স্থানাঙ্ক হইবে 
(* ET Tor») I 
2 2 


1.10. ট্রাপিজিয়মের ক্ষেত্রফল নির্ণয় (То find the area of a 
Trapezium) : 
মনে কর, 4801) একটি 
ট্রাপিজিয়ম। উহার AD এবং ВС 
বাহদ্বয় সমান্তরাল। AC যোগ কর। 
BC-এর উপর AL ач Sta | 4D-এর 
বধিতাংশের উপর C ар হইতে CN 
99 টান। Fig. 11 
ABCD-«a ক্ষেত্রফল = A ABC + AACD 
=} BC» AL * AD » NC 
=} ( BC+ AD ). AL (° AL-NC) 
111. কোন ত্রিভুজের কৌণিক বিন্দু তিনটির স্থানাঙ্ক দেওয়া 
থাকিলে উহার ক্ষেত্রফল নির্ণয় (To find the area of a triangle 
in terms of the Co-ordinates of its vertices) : 
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মনে কর, ABC একটি ত্রিভুজ এবং উহার কৌণিক বিন্দু তিনটি A, В, ০-এর 
স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (Ох, у, )১ (x, Ya ) এবং (х, Ya) | OX-aq উপর 
AL, BM, CN яҷ টান। মনে কর, ABC ত্রিভুজের ক্ষেত্রফলকে A দ্বারা 
সুচিত করা হইল। : \ 


Fig. 12 


ABC ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল». A = ট্ৰাপিজিয়ম ALNC + ট্রাপিজিয়ম CNMB 
_ট্রাপিজিয়ম ALMB 
=}(AL+ CN). LN - (CN + BM). NM — MAL + BM). LM 
= Ку у) (а —:) 305 уа), 7 x )— My, +0 ха — 21) 
TX. Xs XVL Xia + Xa) a Xo) a Xafa — Хауа 
— Ху, Ху XVa t 595] 
= х,у, — X), + Ху, — X ya + Xe), — X ys] 
যদি এখানে Determinant Notation বাবহার কর! হয় তাহা হইলে 
ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল হইবে 
A-1|x. у, 1 
Xa y. Í! 
хуу ll 
sarata: (i) কোন faga কৌণিক বিন্দু তিনটির স্থানাঙ্ক (0,0) 
(Xis Y1), (хь, У„) হইলে উহার wawa XS a Xy) হইবে। 
Gi) wfw বিন্দু তিনটি একটি সরলরেখার উপর অবস্থিত হয় তাহা হুইলে 


А-0 হইবে । অর্থাৎ বিন্দু তিনটির সমরেখ হইবার শর্ত হইল x (y. — y.) + | 
x,(y,—y.)+ x, -—y,)=0 
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বিপরীতক্রমে A = 0 হইলে fax তিনটি সমরেখ হইবে ॥ এই প্রসঙ্গে মনে: 
রাখা দরকার যে ঘড়ির কাটা যেদিকে ঘোরে তাহার বিপরীত দিকক্রমে। 
(anticlockwise) ত্রিভুজের (Xi, у, ), (Xs, уз), (хь, уз) এই শীৰ্ষবিন্দুগুলি 
লইয়! ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল নির্ণয় করিতে হইবে। যদি এইগগুলিকে ঘড়ির কাটার 
গতির দিকে লওয়া হয় তাহ! হইলে ক্ষেত্রফলের পরিমাণ 411419 (Negative) 
হইবে। š 

1.12. কোন зү cos কৌণিক বিন্দু চারিটির স্থানাঙ্ক দেওয়া, 
থাকিলে উহার ক্ষেত্রফল নির্ণয় (To find the area of a quadrilateral 
in terms of the Co-ordinates of its vertices) : 

মনে কর, ABCD একটি sgg | 4, B, C, D, বিন্দুগুলির স্থানাঙ্ক হইল 
যথাক্রমে (X;, уз), (০১ Vo), (X55 Va) এবং (Ха yi)! 


кё 
С(хз,уз) 
86৮) ЫҢ 


Fig. 13 


ABCD-এর ক্ষেত্রফল = A ABD + ADBC 
= х,у Xa Xia 7 Хауз + хауа Хи] 
xs Х.У +x,ys Хауз + ХУ хауз) 

Юхуа хауз + ауз — Xaa ауа -Xaa + ৯ -x)il 

113. কোন ত্রিভুজের কৌণিক বিন্দু তিনটির Polar Co- 
ordinates দেওয়া থাকিলে উহার ক্ষেত্রফল নির্ণয় (То find the 
area of a triangle the Co-ordinates of whose angular points are 
given in polar form): 

মনে কর, ABC একটি faga | A, B, C বিন্দু তিনটির Polar Co-ordi- 
nates-& тїї হইল যথাক্রমে (71১9), (5,0) এবং (75:64) 
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আমরা জানি ЛАВС= AOBC+ ЛОСА— AOAB 
এখন ДОВС=1 OB OC sin BOC 27515 sin (0, —0,) 
С( өз) 


Fig. 14 


AOCA =} ОС.ОА sin COA =} rr; sin (0, —6,) 
AOAB =} ОА.ОВ sin АОВ = Àr,r.(0, —0,) 
-—À r,r(0,—91) 
^. AABC — AOBC* AOCA — AOAB 
= Mr,r, sin (0, 09) & rar, sin (0, —0,) 
* rur, sin (0, —0,):] 

উদাহরণ 1. মূলবিন্দু হইতে নিম্নলিখিত বিন্দুগুলির দূরত্ব নির্ণয় কর : 

(0 (3, —4) (ii) (5, 12) (i) - (77, —1) 
(iy) (а cos 9, 4 sin 0) 

@) আমর! জানি যূলবিন্দুর স্থানাঙ্ক (0, 0) 

'. নির্ণয় দূরত্ব (ОР) ~ мх? +у* 

= V3) *(-4) - %9+16 


= 425-5 
(i) fau দূরত্ব (0P)= Ух жу? ~ v5* +12" = /25+144 
= V169 = 13. 


(ili) бата দূরত্ব (ОР)= /х*+у* = vi- I) «(71)» У/49 +1 
= /50- М2 х 25-502. 
(iv) баба দূরত্ব (ОР) = ух? +у? ~ уа? cos à +а? зїп*ө 


= Jo Coss + зіп?) = уа? l= a 
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উদাহরণ 2. নিগ্নলিখিত বিন্দুদয়ের মধ্যে দূরত্ব নির্ণয় কর £ 


(i) Р(3,2) এবং Q(7,5) 
(i) P(- 3,8) এবং Q(5,- 7) 
(й) P(,-3) এবং Q(- 2, 1) 
(0 PQe Vu x) *09.7*2* 
= v0- + (2-5) = v(-4) «(-3* 
V16F — 025-5 
(4) PQ- VG, x) +0: y) 
= 10235) (8*7) 
= V64 r 225 = 28917 
(iii) PQ- v(x, x)! *Qi уз)" 
_ Масат и39 024)" 4916 
; = /35=5. 
উদ্দাহরণ з. দেখাও যে (3, 2) এবং (76, —4) {рил সংযোজক 
সরলরেখা যুলবিন্দু দিয়া! যাইবে । 
মনে কর, P ও О বিন্দুর স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (3, 2) ও (-6, —4) এবং O 
মূলবিন্দু। 
ОР= 435 + 2° = 13 
০০- V(-6) *(-4)- %36+16- v52- /4х13=2 %13. 


PQ- JG + 6)* + (2+ 4)* = 
ОР+ОО= /1342 V13=3 J13- PQ 


^, Q, 0, P একই সরলরেখায় অবস্থিত। 
зая 4. xaa মান নির্ণয় কর যদি (*, 2) এবং (3,4) বিন্দুদ্ধয়ের: 
দূরত্ব 8 হয়। 
পত্ৰত ni 


ежа বিন্দু দুইটির দূরত্ব= J(x— 3)" + (2-4) 
8= /(х—3)* +(2-4)* 


অথবা, 64» (x-3)* + (2-4)* 
অথবা, 64 e x* -6x £944 


481436 = /117=3 V13 
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অথবা, x*—6x413—64-0 
অথবা, х®—6х—51=0 
uo 65 М36+41.51 64 %3১+204 


. 


2 2 
_6 YMO 624VIS у ру 
2 2 
x=3+2 /15. 


উদাহরণ 5. যদি (х, у) বিন্দুটি (3,4) “এবং (7, —2) বিন্দু দুইটির 
সমদূরবর্তী হয় তাহা হইলে প্রমাণ কর যে x+ 3) =5. 

(х, у) এবং (3, 4) বিন্দু দুইটির মধ্যে দূরত্ব 

= М(х 3 +(y—4)° 

আবার (x, у) এবং (1,—2) বিন্দু দুইটির মধ্যে দূরত্ব 

- VG= J+ G+: 

жаст, /(%—3)#+(у—4)#= v(x-1) -(*2* 

3l (x—3)° +(y—4)°=(x-1)* +(y+2)° 

বাঃ x2+9-—6x+y'—8y+16=x°—2x+1+y'+4+4y 

বা, —4х—12у= —29 

বা, 4x+ 12y =20 

x+3y=5. 

উদ্বাহরণ 6. (4,5) এবং (7, —1) বিন্দু দুইটির সংযোজক সরলরেখাকে 
খে বিন্দু। £ 2 এর অনুপাতে অন্তবিভক্ত (dividing internally) করে তাহার 
স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 

মনে কর নির্ণেয স্থানাঙ্ক = (x, у) 


mx, nx, 
আমর। জানি x ch 
QI By. 
m+n 
: 1x742x4 748 15 
М DK er ur 51 
Ix—-142x5. —1«10 9 
JU SERA таг 255 86) сё, 


7. নিৰ্ণেয় স্থানাঙ্ক = (5, 3). 
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Swteqd 7. (3, 2) এবং 006, 5) বিন্দু দুইটির সংযোজক 
লরলরেখাকে 1২09, 8 ) বিন্দু কি অনুপাতে বহিবিভক্ত (dividing externally) 
করে তাহ! নির্ণয় Fa l 

মনে কর, নির্ণেয় অনুপাত =m: n 


আমরা জানি x - 102-90 


m-n S 
" ` 
_ my, —ny, 
У m-n 
g- m*x6-nx3 
m-n - 
বা, 9т-9п=6т—3п э; e p / 
বা, 9т- бт = 9п – 3n KG Р Y 
m 62 ০০০ 
а ШЕ; | = = 


নব 
মন্তব্য £ y- হইতেও একই অনুপাত পাওয়া ষাইবে। 


উদাহরণ 8. xn » এবং Q(10, 7) বিন্দু দুইটির সংযোজক 
সরলরেখা RI 5, 2) বিন্দুটিতে কি অঙ্গপাতে বিভক্ত হইবে তাহা নির্ণয় কর। 
মনে কর, নির্ণেয় অনুপাত =m : n 
mx,-nx, 
m+n 


тх10+пх4 
т+п 


আমরা জানি x= 


5= 


বাঃ 5т+5п= 10т + 4п 
тё 
পেগ 


E মান যদি খণাত্মক (Negative) হয় অর্থাৎ মনে নু এ 


5 
হয়, তাহা! হইলে বলিতে হইবে 1 : $ অন্থপাতে বৃছিবিভক্ত Е | 
উদ্দাহরণ 9. ABC ত্রিভুজের A, B, C বিন্দু তিনটির স্থানাঙ্ক যথাক্রমে 

(5, 6), (—3,—2), (1, 3) ; ওই ত্রিভুজের বাহুগুলির দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 
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АВ= 4105 + 3)° + (6+2) +/০4 + 64— у128=4 %5 
BC- /(—3—1)#+(—2-—3)#= /16+25= /41 
CA- (1-5)? +(3—6)°= /16+9= %25-5 
উদাহরণ 10. ABC ত্রিভুজের A, В, C বিন্দু তিনটির স্থানাঙ্ক যথাক্রমে 
(—2, 2), (2, 3), (—1,—2); প্রমাণ কর ত্রিভুজটি সমদ্বিবাহ। 
AB- /(—2-2)5- (2-3)? = Vi6+1= VI7 
BC- У(2- 1) - (4-22? = V9+25= v34 
CA- У/(—1+2)#+(—2-2)# = V1x16- V17 
যেহেতু АВ= AC 
ABC faga সমদ্ধিবাহু। 
উদাহরণ 10. ABC ত্রিভুজের A, B, C বিন্দু তিনটির স্থানাঙ্ক যথাক্রমে 
(х\,у,), (х, у») (Xss Уз) হইলে ভরকেন্দ্র (centroid) G-«a স্থানাঙ্ক 
নির্ণয় কর। 
A(x vi) ABC ত্রিভুজের BC বাহুর মধ্যবিন্দু 
D зет হইল। 401% G বিন্দুতে 
2:1 অন্গপাতে বিভক্ত করিলে G 
বিন্দুটি ABC ত্রিভুজের ভরকেন্দ্র হইবে 
86,5) D ০৪) এবং ওই বিটি (G) স্থানাঙ্ক নির্ণয় 
Fig. 15 করিতে হইবে। 


D বিন্দু BC বাহুর মধ্যবিন্দু হওয়ায় D বিন্দুর স্থানাঙ্ক (az, ?s |J 


G বিন্দুর স্থানাঙ্ক মনে কর (x, y) 
VO GRAAD- 2 : 1 অমুপাতে বিভক্ত করিয়াছে 


AFIN. T 
G বিন্দুর স্থানাঙ্ক (33, ১৮৮০৮], 
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উদাহরণ 11. ABC ত্রিভুজের শীর্ষবিন্দুপগ্ুলির স্থানাঙ্ক Alri >), 
B(x. ya), Cx,» у) এবং ত্রিভুজের বাছগুলি а, b, c হইলে ওই ত্রিভুজের 
আন্তঃকেন্দরের (in-centre) স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 

ABC ত্রিভুজের A. В, С: ১৫০৬) 
গুলির স্থানাঙ্ক যথাক্রমে Qu, y), 
(Xas Ya) (Xs ys) ЖЯ কর 
ত্রিভুজের কোণ তিনটির ia faqes গুলি ү 
I বিন্দুতে ছেদ করিয়াছে। 41-কে 
বধিত করায় ВС дї т উহা D 
বিন্দুতে ছেদ করিল। 

মনে কর 1 বিন্দুর স্থানাঙ্ক (x, у) 


B(.:) D Clas, a) 
Fig. 16 


D বিন্দু BC-ç с: b অনুপাতে বিভক্ত করিয়াছে | 
сху+ bxs, cy. + bys 
D বিন্দুর vete (5১7৮ c+b 7675৮. 2১৮২) 
আবার 01হইল Z ВСА-&% সমদ্ধিথ গুক | 
АІ СА 
ID CD 
এবং ВІ, / ABC-এর সমদ্বিথগুক, 
AI .BA 
ID BD 
Al CA. ВА _ СА+ВА _ b+c 
ID KOD BD TCD*BD a 


I বিন্দু/40-কে (b+ c) £ a অনুপাতে বিভক্ত করিল। 


I বিন্দুর স্থানাঙ্ক হইল (eL AR aT CT 
2 


ах,+Ьх„+сх„ ay, "Зато. | 
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উদাহরণ 12. ত্রিভুজের শীর্ষবিন্দুগুলির স্থানাঙ্ক দেওয়া! আছে; উহার 
ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর : 
G) (41), (—4,4), (8, -3) 
(1) (5,2)১0-9, 73) (-3, —5) 
(1) ত্রিভূজটির ক্ষেত্রফল 
Д-у - 85057 Xa хау 49505 — Хуу) 
-23[4x4—(-4x14(-4)x(—3)-8x4--8x1 
-4x(-3)] 
=} 16+4+12-32+8+12] 
= 22 = 10. 
(i) ত্ৰিভুঙ্টির ক্ষেত্রফল — 
А = хуу» _ 8505 +%5)5 7 Xsyo t Хў,—х,у»] 
-3[5*x(-3)-(-9*x2)«(-9x —5)—(—3x – 3) 
*(-3x2)-(5x – 5)] 
= 80-15 +18 +45-9-6+25] 
= 58-29. 


উদাহরণ 13. দেখাও যে তিনটি বিন্দু (a, 0), (0, b), (1,1) সমরেখ 
হইবে যদি 1+ i =1 হয়। 

প্রদত্ত তিনটি বিন্দু সমরেখ হইবে যদি এ বিন্দু তিনটিকে ач айп 
ত্রিভুজ অঙ্কিত করিলে যে базе হইবে তাহার ক্ষেত্রফল A =O হয়। 


এখানে A = xy, —ys) + x,(y, —y1) +x,(y, —y.)] 
= Ma(b-1)+0(1- b) + 1(0—b)] 
= lab — a — b) 

প্রদত্ত বিন্দু তিনটি সমরেখ হইবে যদি д — 0 হয় 

অথাৎ যদি ab —a- 6-0 হয় 

অর্থাৎ যদি ah ab হয় 


অর্থাৎ খদি 1+ = Гез 
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উদাহরণ 14. ABC ত্রিভুজের А, В, C বিন্দুগুলির স্থানাঙ্ক A(x, y), 
B(1, 2), C(2, 1) এবং ক্ষেত্ৰফল 6; প্রমাণ কর যে х+у=15. 
A =x, 0: — ys) + x. =y) + X -J2)] 
= 02-1) + 10 —y) * 20 -2)] 
=1[2х-х+1—-у+2у—4] 
এখানে Д =6 


xtyz3 
টড 


4 12=х+у—3 
১,৩70) 15. 
উদাহরণ 15. ABC ত্রিভুজের ВС বাহুর মধ্যবিন্দু D হইলে প্রমাণ কর 
AB? + AC? 22 (Ар + BD?) 1 


D(2:0) Cla) X 
Fig. 17 


О 


АВС ত্রিভুজের ВС বাহকে x অক্ষ এবং BC বাহুর В বিন্দুতে অঙ্কিত яя 


৪8%-কে y অক্ষ ধর। 


আবার B বিন্দুকে মূলবিন্দু এবং BC=a ধর i 
B বিন্দুর স্থানাঙ্ক (0, 0), C বিন্দুর স্থানাঙ্ক (a, 0 ) чара 


স্থানাঙ্ক (5, 0) হইবে। 
আবার এনে কর, А বিন্দুর ziat? (x, у)! 
এখন АВ? + АС" = (х? + у?) +(a—x)° ty* 
=x? +y? +a? +x’ 2ах+у* 


=2x* + 2y” —2ax + a° এবং 
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2(4D* + Bb*)- T ([x-5) e \+ $ 


est 24. sys] 
-4х +у*-ах+®] 
=2x° + 2y° —2ax+ a° 
АВ? + АС? =2(AD° + BD?). 
উদ্দাহরণ 16. দেখাও যে, Ala, a), B(—a,—a), C(-a ৮3, a J3) 
বিন্দুগুলি সমবাহু ত্রিভুজের শীর্ষবিন্দু। 
АВ= v(a+a) +(a+a) = у/4а* +4а* = v8a? – 24 y2 
BC- V(—-acav3) «(-a-a v3) 
= Ја? 3a? —.a* уЗ+а* + 3a? + 2а? уз 
= у8а° = 2а V2 
CA- V(—a V3-ay + (а {3 а)? 


= V3a*-ra* + 2а* УЗ + 3a? - a? — 2а° y3 
= уа? -2a V3 
যেহেতু AB= BC- СА 
ABC একটি সমবাহু ত্ৰিভুজ এবং বিন্বুগুলি дајә ত্রিভুজের শীর্ষবিন্দু। 
উদ্দাহরণ 17. দেখাও যে, (a, b), (47, b), (a-a, b-b) বিন্দগুলি 
মমরেখ হইবে যদি ab — ab zx | 
প্রদত্ত বিন্দু তিনটি সমরেখ হুইবে যদি এ বিন্দু তিনটিকে শীর্ষবিন্দু «fem 
faga অঙ্কিত করিলে যে ত্রিভুজ হইবে তাহার ক্ষেত্রফল A ».0 হয়। 


1 
এখন A-5 [১50 —Jys)-- X49, -y1)* x,(y; = y3)] 
ps নীরা , Р 
5 аЬ -৮+৮)+০৫৮-৮ =b) * (a- a) (b-b) 
-3 (ab -ab а-а + ab -a'b ab’ + а) 


ab — ab 
E ce 
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প্রদত্ত fax তিনটি সমরেখ হইবে যদি A =0 হয় 
অর্থাৎ যদি ab —ab-0 হয় 
অর্থাৎ যদি ab — ab হয়। 
উদাহরণ 18. কোন বিন্দুর স্থানাঙ্ক Cartesian Co-ordinate-4 
(+1,+1) হইলে ওই বিন্দুর স্থানাঙ্ক Polar Co-ordinate-4 কত হইবে 
নির্ণয় কর। 
আমরা জানি x=r cos 9 
у=т sin Ө 
76০১9. +1 
r sin8— +1 
রা, r?*(cos*0--sin?0) - 1* - 1*- 2 
বা, r*-2 
So те V2 
এবং tan 0-1 
ө -—tan^*l -3 
HL 


ওই বিন্দুর স্থানাঙ্ক (Polar Co-ordinate-4) হইবে I V2, z) 


. « л 
উদাহরণ 19. কোন বিন্দুর স্থানাঙ্ক Cartesian Co-ordinate-4 (4, 1) ‹ 
হইলে ওই বিন্দুর স্থানাঙ্ক Polar Со-огйїпа!е- কত হইবে নির্ণয় কর। 


x . 4 
এখন x=r cos 0 =4 qoia 409445 = 75 


š Ет x 4 
y=r sin 9 sin 4 Z 


soma (3, 42] «02292. 

উদাহরণ 20. x" 4 y* =а* মমীকরণটিকে Cartesian form হইতে 
Polar form-a রূপান্তরিত কর। 

এখানে x° y* = a° (1) 

ы x=r cos 0, у=т Sin 0 
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*. (1) হইতে পাই, r° cos? 64 r? sin? 0=a° 


বাঁ, F*-a* 
«s t 
So নির্ণেয় সমীকরণ r=a. 
অনুশীলনী 1 
1. заба হইতে নিম্নলিখিত বিন্দুগুলির দূরত্ব নির্ণয় কর :— 
(i) (—5,—2) (ii) (3,4) (iii) (—4,7) 


(iv) (a cos 0, a sin 0) (v) (a cos 041 sin 0, b cos 6 —a sin 0) 
(vi) (a,—b). 
2. নিক্সলিখিত арата মধ্যে দূরত্ব নির্ণয় কর: 


(à (2, – 1) এবং (6, 8) (i) (—4,—5) এবং (—8,— 8) 
Gii) (2, 8) এবং (1,-5) (iv) (2, 3) এবং (2,- 3) 

(v) (a, 0) এবং (0, b) (vi) (m, — n) এবং ( — m, n) 
(vii) (a, b) এবং (b, a) (viii) (3a, 0) এবং (0, 3b) 


(ix) (b+c, ca) এবং (c - a. a+b) 
(x) (am,°, 2ат,) এবং (৫7155, 2am,) 
3, নিক্নলিখিত раста সংযোজক সরলরেখার মধ্যবিন্দু নির্ণয় কর :— 
() (5, 3) এবং (11, 7) (ii). (a, 0) এবং (0, b) 
(iii) (a, —b) এবং (— a, b) (iv) (7,—4) 93 (—5, 6) 
4. দেখাও যে নিয়লিখিত বিন্দুদ্বয়ের সংযোজক সরলরেখা মূলবিন্দু দিয়া 
যাইবে :— š 
(i (—5,3) এবং (15, —9) (ii) (—3,—2) এবং (—6,—4) 
(iii) (4, 3) এবং (8, 6) (iv) (a—b,— c) এবং (b— a, с) 
5. যদি (x, y) বিন্দুটি (4, 3) এবং ( — 2, 4) বিন্দু দুইটির সমদূরবর্তী হয় 
তাহা হইলে প্রমাণ কর যে 12x - 2y - 5. 
6. іх, y) বিন্দুটি (a, 0) এবং (0, b) বিন্দু দুইটির সমদূরবর্তী হয় 


з 9 
তাহা হইলে প্রমাণ কর ax- у= 5 4 
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7. АВС ত্রিভুজের বিন্দু তিনটির স্থানাঙ্ক 4.1, 4), B(4, D, (8, 8); 
দেখাও যে АВС একটি সমদ্বিবাহু ত্ৰিভূজ 1 

8. ABC ত্রিভুজের তিনটি বিন্দুর স্থানাঙ্ক A(2a, 4а), В(2а, ба), 
CQa + 3a, 5a) ; দেখাও যে АВС একটি সমবাহ faga | 

9. АВС ত্রিভুজের বিন্দু তিনটির স্থানাঙ্ক 4(-2,-2), В(2, 2), 
C(4, —4) ; দেখা ও যে ABC একটি সমদ্বিবাহু fase 1 

10. ABC ত্রিভুজের বিন্দু তিনটর স্থানাঙ্ক А(—2,—5), В(4,—1), 
C(— 1, 0) ; দেখাও যে АВС একটি সমদ্বিবাহু fares | 

11. ABC ত্রিভুজের বিন্দু তিনটির স্থানাঙ্ক 44 5, 1), B(-3.7) 
C(8, 5) ; দেখাও cx ABC একটি সমকোণী ত্রিভুজ | 

12. দেখাও যে (—7, 3) এবং (14, —16) বিন্দুদ্ধয়ের সংযোজক সরল- 
রেখা মূলবিন্দু দিয়া অতিক্রম করে। 

13. প্রমাণ কর যে 4(2,-2), B 8, 4), C(5, 7), D(— 1, 1) বিন্দুগুলি 
লইয়! যে se হইবে সেটি একটি আয়তক্ষেত্র (Rectangle) | 

14. নিয়লিখিত বিন্দুদ্ধয়ের সংযোজক সরলরেখা যে বিন্দুতে কোন নির্দিষ্ট 
অনুপাতে অন্তবিভক্ত বা বহিবিভক্ত হয় তাহার স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর :— 

() (7, —5) এবং (—2, 7), wg>t@ 5 £ 4 ( অস্তবিভক্ত ) 

(i) (1, 3) এবং (2, 7), অনুপাত 3:4 (অস্তধিভক্ত) 

(ii) (4, 5) এবং Q,— D, werte 1:2 ( অন্তবিভক্ত ) 

(i) (-1, 2) এবং (4, —5), অনুপাত 2 : 3 ( е) 

(v) (1,3) এবং (4, 6), অঙ্থপাত 2: 1 ( বহিবিভক্ত ) 

(vi) (—2, 2) এবং (6, 4, অনুপাত 3:1 (а зе) 

15. P(,5) এবং 00,7) বিন্দু দুইটির সংযোজক সরলরেখাকে 
RO, 33) কি অনুপাতে বিভক্ত হইবে তাহা! নিৰ্ণয় কর। 

16. Ре Q বিন্দু দুইটির স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (5, 10) এবং (10, y) এবং 
РО? =50 হইলে )-এর মান নির্ণয় কর। 

17. АВС ত্রিভুজের А,В,С বিন্দুগুলির স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (—2, 0), 
(0, 4) এবং (2, 0) |. 8০-এর মধ্যবিন্দু D হইলে 441)-এব দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 

18. ABC ত্রিভুজের A, B, C বিন্দুগুলির স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (2, 0), 
(4, 4), (6, 2) হইলে €ই ত্রিভুজের মধ্যমাগুলির দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 
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19. P, A, B বিন্দুগুলির স্থানাঙ্ক P(x, y), Q(— 2, 0), 8(2, 0) হইলে 
РА ও PB-এর দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 

যদি PA= РВ হয় তাহা হইলে х 6 )-এর মধ্যে সম্পর্ক নির্ণয় কর । 

20. АВС ত্রিভুজের শীর্ববিন্দুগুলির স্থানাঙ্ক দেওয়া আছে; উহার ক্ষেত্রফল 
নির্ণয় কর :— 

Gi) 400, 4), В(3, 6), С(—8, 2) 

(1) 4(3, 5), В: —2, 4), С(5, 2) 

(iii) A(a, b + c), B(a, b + c), C( - a, c) 

(iv) A4(3,4,B(—4,3,0(8,— 6) 

9) 40৮9, n (oj) c (e 0) 

(vi) A (am^, 2am,), B (am,*, 2am,), C (am,°, 2am,) 

(vii) 4 (0, 0,), B (х,, Y1), C (x4. у») 

21. দেখাও যে (1, 4), (3, -2), (—3,— 16) Rasa সমরেখ হইবে। 

22. দেখাও cx (3a, 0), (0, 3b), (a, 2b) বিন্দুগুলি সমরেখ হইবে | 

23. দেখাও যে P(a, b+c), Q(b, c + a), R(c, a b) বিন্দুগুলি একই 
সরলরেখায় অবস্থিত হইবে | 

24. দেখাও যে (1, 4), (3, – 2), (- 3, 16) বিন্দুগুলি সমরেখ হইবে | 

25. কোন্‌ শর্তে (a,b), (à, b), /4-৫% b--b ) Raaf একই 
মরলরেখায় অবস্থিত হইবে ? 

26. АВС ত্রিভুজের sataa (centroid) G নির্ণয় কর যাহার শীর্ষবিন্দু- 
গুলির স্থানাঙ্ক দেওয়া আছে : 

(i) .A(— 1, 2), B(2, 1), C(5, 3) 

(i) AQ, 1), B( —6, —3), С(—8, —4) 

27. ABC ত্রিতুজের A, B, C বিন্দুগুলির স্থানাঙ্ক যথাক্রমে Ratih 
(x, ys) এবং (Xs, Ya) এবং BC-এর অধ্যবিন্দু D. :40-কে G বিন্দুতে 
এমনভাবে বিভক্ত কর! হইয়াছে ধাহাতে AG=2GD হয়। G বিন্দুর স্থানাঙ্ক 
নির্ণয় কর। 

28. ABCD চস্ুভূ জের А,В,С, D বিন্দুগুলির স্থানাঙ্ক A(—1, 6) 
B(—3, —9), C(5, —8), D(3, 9) sys tua ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 


——— аал. 
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29. АВС ত্রিভুজের G হইল ভরকেন্দ্র। 4 ও B-এর স্থানাঙ্ক যথাক্রমে 
(4, —3), (59, 7) এবং G-এর স্থানাঙ্ক (1, 4) 1 C বিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 

30. ৮ বিন্দুর স্থানাঙ্ক Cartesian Có ordínate-di (- V3,1)| এই 
বিন্দুর স্থানাঙ্ক Polar Co-ordinate-s কত হইবে নির্ণয় কর। 

31. একটি ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর যদি ওই ত্রিভুজের কৌণিক 
বিন্দুগুলির স্থানাঙ্ক (1, 307), (2, 60°), (3, 90°) হয়। 


32. P বিন্দুর স্থানাঙ্ক ( Polar Co-ordinate-4 ) ( 53) ; ওই বিন্দুর 


স্থানাঙ্ক Cartesian Co-ordinate-« কত হইবে নির্ণয় = | 

33. r'-a? ০9529, Polar সমীকরণটিকে Cartesian সমীকরণে 
নির্ণয় কর। 

34. x'4y?-2ax, Cartesian সমীকরণটিকে Polar সমীকরণে 
রূপান্তরিত কর। 

35. АВС ত্রিভুজের А, В, C বিন্দু তিনটি স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (xi, Yi), 
(Xas Ya) এবং (х, y.) | BC বাহু P বিন্দুতে п: m বিন্দুতে বিভক্ত হয় এবং 
AP, G বিন্দুতে m+n : 1 অনুপাতে বিভক্ত হয়। দেখাও যে G বিন্দুর স্থানাঙ্ক 


(suma + mne Yt nos mys) 
ї+т+п ° 1+т+п 


fasa saa 


সঞ্চারপথ (Locus) 


2.1. সঞ্চারপথ ও ইহার সমীকরণ (Locus and its equation) : 
যদি কোন বিন্দু এক чч) একের অধিক শর্ত মানিয়া গতিশীল হয় তাহা 


হইলে তাহার গতিপথকে উহার সঞ্চারপথ বলে। 
মনে কর, 0 একটি নির্দিষ্ট বিন্দু এবং এ তলে P আর একটি বিন্দু। এখন 
Р বিন্দুটি এমনভাবে গতিশীল হইল যে 0 বিন্দু 


হইতে Р বিন্দুর দূরত্ব সব সময় সমান থাকে | 
(О বিন্দু হইতে P বিন্দুর দূরত্ব সবসময় а মনে 
P কর।) ইহা স্পষ্ট যে গতিশীল বিন্দুর সমস্ত 
অবস্থাগুলি একটি বৃত্তের পরিধির উপর 
থাকে | 0 হইল বৃত্তের কেন্দ্র এবং а হইল 
ব্যাসার্ধ। যখন P বিন্দু এইভাবে নির্দিষ্ট বিন্দু 
হইতে সমান দূরে অবস্থিত থাকিয়! গতিশীল 
হয় তখন বৃত্তের পরিধি হইল P বিন্দুর সথশারপথ | 

বিন্দুটি যে শর্তান্যায়ী চলিতে থাকে তাহাকে জ্যামিতিক ভাষায় প্রকাশ না 
করিয়া উহার স্থানাঙ্ক দ্বার! প্রকাশ করা যায়। কোন শর্ত যখন স্থানাঙ্ক দ্বারা 
প্রকাশিত হয় তখন তাহাকে Š সঞ্চারপথের সমীকরণ বলে। বিন্দু গতিশীল 
হইয়া যে লেখটি উৎপন্ন হয় তাহার উপরিস্থিত যে-কোন বিন্দুর স্থানাঙ্ক ও 

. লেখটির সমীকরণকে সিদ্ধ করে এবং 
বিপরীতক্রমে কোন বিন্দুর স্থানাঙ্ক দ্বারা А | 
যদি লেখটির সমীকরণ সিদ্ধ হয় তাহা | 
$ | 
I 


Fig. 18 


হইলে ওই বিন্দু তখন 3 লেখর উপর 
অবস্থিত হইবে | 

মনে কর, АВ ও CD দুইটি | 
পরস্পরছেদী সরলরেখা। P fas ! ^ 
যদি এমন wa গতিশীল হয় যে এ р | в 
দুইটি সরলরেখা হইতে উহার দূরত্ব সব d 
সময় সমান হয় তাহা হইলে ওঁ বিন্দুর а 
সঞ্চারপথ হইবে এ দুইটি রেখার ewe m কোণের সমদ্বিথণ্ডক | 
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2.2. সঞ্চারপথের সমীকরণ নির্ণয় ( স্থানাঙ্ক দ্বার!) 2 
মনে কর, P বিন্দু এমনভাবে গতিশীল হইতেছে যে Р বিন্দুর যে-কোন 
অবস্থানে ОХ হইতে P-এর দূরত্ব OY হইতেও P-এর দূরত্বের সমান | 


ү, 


০ X 
Fig. 20 


মনে কর, গতিশীল বিন্দুর Р(х, y) হইল একটি অবস্থান। যেহেতু Р হইতে 
ОХ- দূরত্ব এবং P হইতে OY-«s দূরত্ব সমান অতএব এক্ষেত্রে X=Y 
হইবে। P বিন্দুর যে-কোন অবস্থানেও তাহার ভুজ তাহার কোটির সমান বলিয়া 
x=y হইবে। ' 
^. P বিন্দুর সঞ্চারপথের সমীকরণ х= у হইবে। 
2. কোন সঞ্চারপথের সমীকরণ নির্ণয়ের জন্য কয়েকটি 
নয়ম। 
(1) শত প্রকাশ করিয়। চিত্র আক। 
Gi) গতিশীল বিন্দুর যে-কোন একটি অবস্থানের স্থানাঙ্ক Р(х, у) লও। 
(iii) x ey দ্বার! প্রদত্ত শর্তটি লেখ এবং সরল কর। 
উদাহরণ 1. নিয়লিখিত ক্ষেত্রে Р(х,у) বিন্দুর সঞ্চারপথের সমীকরণ 
নির্ণয় কর £ 
G) y অক্ষ হইতে Р বিন্দুর দূরত্ব 2 
Gi) যুলবিন্দু হইতে P বিন্দুর দূরত্ব 4. 
G) মনে কর, গতিশীল P বিন্দুর স্থানাঙ্ক Р(х,у); y অক্ষ হইতে P বিন্দুর 
দূরত্ব 2| 0%-এর উপর PM ew টান। 
РА= ОМ =2 
M-এর স্থানাঙ্ক (2,0) 
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OP’ =x?” +у? 
ОМ"=4 
РМ? = V(2—x)° +y°= yAtx*—Axy* 


ү 


А P(x,y) 


x 


о M 
Fig. 21 
'ОР? = ОМ? + РМ? 
বা, х? +у 4+4 х -4х+у* 
х=2 হইল নিৰ্ণেয় সমীকরণ। 
(ii) মনে কর, গতিশীল Р বিন্দুর স্থানাঙ্ক (x, у) О হইতে Р বিন্দুর 
49941 


Y 
Р(х,у) 
4 
е А X 
Fig. 22 

OX-«z উপর РА লঙ্গ টান। 
ОР* = ОА? + АР? 
বা 167 x* « y* 


x"+y" = 16 হুইল নিৰ্ণেয় সমীকরণ | 
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উদাহরণ 2. যদি (1, 2) বিন্দু হইতে Р(х, y) বিন্দুর দূরত্ব )-অক্ষ হইতে P 
বিন্দুর দূরত্বের সমান হয় তাহ। হইলে P বিন্দুর সঞ্চারপথের সমীকরণ নির্ণয় কর। 


Fig. 23 


এখন, АР= „/(1—х)*+(2—у)* 

7-অক্ষ হইতে Р বিন্দুর দূরত্ব x 

<. х= (=) +(2—y)° 

যেহেতু AP= PM 

У((—9*+(@-у%=х 

বা, х= 16° -2х+4+у° –4у 

বা, y* -4y -2х+5=0 

*, নির্ণেয় সমীকরণ =)*-4)-2x+5=0. 

উদ্দাহরণ 3. A(1,2) বিন্দু হইতে একটি বিন্দুর (Р) দূরত্ব )-অক্ষ হইতে: 
3 বিন্দুর দূরত্বের সমান। ও বিন্দুর সঞ্চারপথের সমীকরণ নির্ণয় কর। 

AP- V(173) + (2—y)° 

)-অক্ষ হইতে P বিন্দুর দূরত্ব x 

«état, х®=(1—х)°+ (2 —y)° 

বা, х= 1+x'-—2x+4+y'—4y 

, бтп সমীকরণ y! -4y -2x t 5-0. 

উদাহরণ 4. যদি Р(х,у) বিন্দু হইতে 4401, 2) fex দূরত্ব PA, P 
বিন্দু হইতে B(3, 4) বিন্দুর quu PB এবং РА? + PB =25 হয় তাহা হইলে, 
৮ বিন্দুর সঞ্চারপথের সমীকরণ নির্ণয় কর। 
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«tnis, PA? + РВ? =25 

বা, (x- D? + (y-2)? t (x7 3* (у - 4) 1-25 

বা, 2x* + 2y* -8x— 12y -5- 0. 

ইহাই হইল নির্ণেয় সমীকরণ। 

2.4. স্থানাঞ্কের রূপান্তর (Transformation of Co-ordinates): 

অনেক সময় কোন কোন জ্যামিতিক সমস্ত! সমাধানে অক্ষ দুইটির দিকের 
(direction) পরিবর্তন না করিয়া কেবলমাত্র যুলবিন্দুকে স্থানান্তরিত করিয়া 
সমাধান কর! হয়। Í 

আমর! এখানে উপরিউক্ত বিষয় সম্বন্ধে আলোচন! করিব। 

মনে কর ОХ এবং OY আদি wawa এবং О মূলবিন্দু | আবার মনে কর 
OX এবং OY নূতন অক্ষয় (OX অক্ষ ОХ-ад সহিত সমান্তরাল এবং 


V. Z: 


Fig. 24 


OY অক্ষ 0%.এর সহিত সমান্তরাল করিয়া পরিবতিত হুইল) এবং O° 
ইহাদের qua ҷа | মনে কর আদি অক্ষয় (OX ও OY) সাপেক্ষে নৃতন 
чача স্থানাঙ্ক হইল (h, k)| যনে কর একই সমতলে অবস্থিত P বিন্দুর 
স্থানাঙ্ক আদি чүт সাপেক্ষে (х, у) এবং নৃতন অক্ষ্থয় সাপেক্ষে (Ху) | 

OX-az উপর PN ач টান! হইল, এই ач O X“ N বিন্দুতে ছেদ 
йа | 

Г. x=O0N-OM+MN-0M+ON -hex 

y=PN-PN + N'N- PN + ОМ -O M + PN =k + y” 
еу OM -h, OM — k, ON х, PN = y”, 
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এখানে দেখা যাইতেছে যে х-44 স্থলে (h + x) এবং )-এর স্থলে (k +y9 
হয়। অর্থাৎ যদি (x, y) স্থানাঙ্কের স্থলে (e x^, ke y) বসানো হয় তাহা 
হইলে আদি মূলবিন্দুটি (॥, К) বিন্দুতে স্থানান্তরিত হয় । 


অনুশীলনী 2 


1. নিয়লিখিত ক্ষেত্রে Р(х, у) বিন্দুর সঞ্চারপথের সমীকরণ নির্ণয় কর :__ 

6) 40-1, 2) বিন্দু হইতে P বিন্দুর দূরত্ব, B 4, 4) বিন্দু হইতে P বিন্দুর 
দূরত্বের সমান। 

Gi) AQ, 4) বিন্দু হইতে P বিন্দুর দূরত, B(5, 6) বিন্দু হইতে P বিন্দুর 
দূরত্বের সমান | 

(ii) 40৯৮, a—b) হইতে P বিন্দুর দূরত্ব, В(а—Ь, a +b) হইতে P 
বিন্দুর দূরত্বের সমান । 

(у) AQ,2) হইতে P ia দূরত্ব, y = 4 রেখা হইতে P বিন্দুর দূরত্বের 
সমান। 

2. Р(х,у) বিন্দুর সঞ্চারপথের সমীকরণ নির্ণয় কর যদি 4 বিন্দুর স্থানাঙ্ক 
(3, 0) এবং В বিন্দুর স্থানাঙ্ক (— 3, 0) হয় এবং РА? + РВ? — 68 হয়। 

3. Р(х,у) এর সঞ্চারপথের সমীকরণ নির্ণয় কর যদি :4-এর স্থানাঙ্ক 
(3, 0) এবং B-এর স্থানাঙ্ক (0, 2) এবং PA= 3PB. 

4. Р(х, у) এর সঞ্চারপথের সমীকরণ নির্ণয় কর wf PA=2PB হয় 
যেখানে 4-এর স্থানাঙ্ক (5, 3) এবং 9-এর স্থানাঙ্ক (— 1, 2) su | 


5. Р(х, y) এর সঞ্চারপথের সমীকরণ নির্ণয় কর যদি 72 হয় 
যেখানে 4-এর স্থানাঙ্ক (8, 0) এবং B-এর স্থানাঙ্ক (2, 0) | 

6. Р(х, у) বিন্দুর সঞ্চারপথের সমীকরণ নির্ণয় কর যদি P হইতে OX-«a 
দূরত্ব P হইতে OY-aq দুরত্ব 2 su | 

7. প্রমাণ কর যে Р(х,у) বিন্দুর সঞ্চারপথের সমীকরণ 4x+2y=3 
যদি PA=PB হয় এবং যেখানে А বিন্দুর স্থানাঙ্ক (1,0) এবং B বিন্দুর 
স্থানাঙ্ক (0,-2)। 


তৃতীন্স saa 


সরলরেখ। (The Straight Line) 


з. সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় £ 

3.1. কোন অক্ষের সমান্তরাল এমন একটি সরলরেখার 
সমীকরণ নির্ণয়, (To find the equation of a straight line which is 
parallel to one of the Co-ordinate axes) : 

মনে কর, AB সরলরেখা )-অক্ষের মমাস্তরাল এবং х-ы" B বিন্দুতে ছেদ 
করে। মনে কর OB-a এবং AB এর উপর Р(х, y) একটি চলমান বিন্দু। 


Y 
А 
C 
Py) P 
o "TB x 
Fig. 25 


/48-এর উপর P-এর যে-কোন অবস্থানে উহার কোটি (ordinate) যাহাই 
হউক না কেন উহার vw (abscissa) সব সময় а হইবে | 

অতএব x=a হইবে АВ সরলরেখার সমীকরণ | 

আবার মনে কর CD সরলরেখা »-অক্ষের সমান্তরাল এবং y অক্ষকে 
C বিন্দুতে ছেদ করে। মনে কর OC-b| CD রেখার উপর যে-কোন বিন্দু 
wer হউক না কেন Ср- উপরিস্থিত প্রুতোক বিন্দুর কোটি (ordinate y) 
b হইবে। 

অতএব у= b হইবে CD সরলরেখার সমীকরণ 1 

a ধনাত্মক হইলে x= a রেখাটি )-অক্ষের ডানদিকে এবং ঝ্রণাত্মক হইলে 
уот বামদিকে থাকিবে। 

b*atus হইলে yb রেখাটি хоча উপরে এবং eas হইলে 


এ-অক্ষের নীচে খাকিবে। 
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(i) x=4 হইল এমন একটি সরলরেখ! যাহা /-অক্ষের ডানদিকে অবস্থিত, 
১-অক্ষের সমান্তরাল এবং মূলবিন্দু হইতে 4 একক দূরে অবস্থিত। 

Gi) х=—4 হইল এমন একটি সরলরেখা যাহা )-অক্ষের বামদিকে 
অবস্থিত, )-অক্ষের সমাস্তরাল এবং মূলবিন্দু হইতে বামদিকে 4 একক দূরে 
অবস্থিত। 3 

(ii) y=4 হইল এমন একটি সরলরেখ!| যাহ! ১-অক্ষের উপরের দিকে 
অবস্থিত, %-অক্ষের সমান্তরাল এবং মুলবিন্দু হইতে 4 একক দূরে অবস্থিত। 

(iv) у= —4 হইল এমন একটি সরলরেখা যাহা! --অক্ষের নীচের দিকে 
অবস্থিত, %-অক্ষের সমান্তরাল এবং মুলবিন্দু হইতে নীচের দিকে 4 একক দূরে 
অবস্থিত। 

অনুসিদ্ধান্ত ঃ )-অক্ষের উপর অবস্থিত যে-কোন বিন্দুর কোটি (y) 
যাহাই হউক না কেন উহার ভুজ (х) সব সময় শূন্য হইবে। অতএব x=0 
হইবে )-অক্ষের সমীকরণ। আবার 4-অক্ষের উপর অবস্থিত যে-কোন বিন্দুর 
ভুজ (х) যাহাই হউক ন! কেন উহার কোটি (у) সব সময় শূন্য হইবে। 

s. у=0 হইবে -অক্ষের সমীকরণ | 

আবার এ-অক্ষের উপর অবস্থিত যে কোন বিন্দুর ভূজ (x) যাহাই হউক না 
কেন eis কোটি (у) সব সময় শূন্য হইবে। 

. y-0 হইবে ১-অক্ষের সমীকরণ। 

3.3. সরলরেখার প্রবণতা! (Gradient of a Straight line) : 

কোন সরলরেখ! ৮-অক্ষের ধনাত্মক দিকের সহিত যে কোণ উৎপন্ন করে 
উহার tangent-($ ওই সরলরেখার 
প্রবণত। (gradient) বলে। ў 

মনে কর, ОХ এবং OY দুইটি Р(х,у) 
ач অক্ষ। অর্থাৎ ОХ হইল xu 
, এবং OY হইল )-অক্ষ। 

Р(х, y) যে-কোনএকটি বিন্দু লও A 
এবং OP যোগ কর। মনে কর, OP 0 M x 
রেখা *-অক্ষের ধনাত্মক দিকের 
সহিত ¿MOP (=0) উৎপন্ন 
করিয়াছে বিন্দু হইতে 02-এর উপর PM яч টান। 

3 


Fig. 26 
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এখন ОМ=х, PM-y হইল। 
i _ PM_y 
OP রেখার gradient=tan 0 07/-% 


যদি tan 0 — m ধর! হয়, তাহা হইলে OP-43 gradient =m => হইবে I 

দুইটি নির্দিষ্ট বিন্দুর সংযোজক সরলরেখার প্রবণতা নির্ণয় 
(To find the gradient of the straight line joining two points) : 

মনে কর, AB সরলরেখা x-a ধনাত্মক দিকের সহিত 0 কোণ করিয়াছে 
এবং AB রেখার উপর P(x,, y.) এবং Q(x,, y.) দুইটি নির্দিষ্ট বিন্দু 


Y 


Fig. 27 


PQ রেখার gradient নির্ণয় করিতে হইবে। 0-এর উপর РМ এবং 
ОМ ач টান। 0-এর উপর PR ñw টান | 

যেহেতু РК এবং ОХ পরম্পর সমাস্তরাল অতএব Z КРО = 0. 

এখন PR 7x,—x,, ОЁ=у„—у, 


ient = _ QR _у,-У‹ 
৮0-এর gradient—tan 9 PR TR. 


Pa Z Pa ` 
`. E ET 


staci 
অথাৎ m х.х; 


ইহাই হইল নিৰ্ণেয প্রবণতা! gradient) | 


সরলরেখ। 35 


3.3. তিনটি বিন্দুর সমরেখ হইবার শর্ত (гтайіепі-ея সাহায্যে) : 

মনে কর, P(x, yi), Q(x,, y.) এবং 7৯১95) তিনটি নির্দিষ্ট বিন্দু। 
P,Q, R বিন্দু তিনটি সমরেখ হইবে যদি PO রেখার gradient এবং QR 
রেখার gradient পরস্পর সমান হয়। 


এখন P0-এর gradient- 49 ৪738 


1 


OR-এর gradient -?^ Уз 
=X 


r 0 каң Ro oen ДЕН 2552-৮8-28 


সর 
অর্থাৎ যদি х.(у: —y,)— x,(y, =y) = xis 01৯) —Xi(Ys —у„), 
অর্থাৎ যদি х, (ys У) X40 У) + xs(ye —y,)—x,(ys Уа) 


-0 হয়ঃ 
অর্থাৎ যদি х, (у у) + (Уз 7X1) + x (y; У) 0 হয়। 


ইহাই হইল নির্ণেয় শর্ত | 

34. এমন একটি সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর যাহা $-তক্ষ 
হইতে নিদিষ্ট অংশ ছেদ করে এবং *আক্ষের ধনাত্মক দিকের সহিত 
নির্দিষ্ট কোণ উৎপন্ন করে (То find the equation of a straight line 
which cuts of a given intercept on the axis of y and makes a 
given angle with positive direction of x axis.) 


Fig. 28 
মনে কর, РО সরলরেখা )-ক্ষ হইতে OR - b অংশ fus করিয়াছে এবং 
এ-আক্ষের ধনাত্মক feces সহিত 0 কোণ করিয়াছে | মনে কর, P বিন্দুর স্থানাঙ্ক, 
(x, у) এবং R হইতে PM-«z উপর RN ex а | 
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এখন ZNRP-0, RN-x, РМ =у, OR-MN-b 


j PN PM-NM | y-b 
Б LC RN RM x 


বা, т=7—®. [ এখানে tan б=т ] 
4, тх=у—Ь 
 у=тх+Ь হইল fars সমীকরণ। 


অন্য প্রকার প্রমাণ š 
PM -PN*NM 


বা, у= EN RN+ NM 


বাঃ y=tan 0.x+b 
`. y=mx+b. 
: (i) Er লী দিকে ছেদ করিয়াছে। যদি 
PQ pe PEE «due দিকে ছেদ করে তাহা হইলে b ধণাত্মক হইবে 
এবং মূলবিন্দুতে ছেদ করিলে b = 0 হইবে | 

(0) . এখানে ө কোণটিকে স্থন্মকোণ ধরা হইয়াছে বলিয়া (29-কে 
ধনাত্মক ধর! হইয়াছে । যদি o কোণটিকে স্কুলকোণ ধর! হয় তাহা হইলে। 
tana- stare ধরিতে হইবে | 

সরলরেখার সমীকরণের এই আকারকে Tangent form বলে। 

অনুসিদ্ধান্ত 8 (i) РО সরলরেখা যদি 2-অক্ষের সমান্তরাল হয় তাহ! 
হইলে 0 = 0 হুইবে এবং РО রেখার সমীকরণ হইবে y = b. 

(i) PQ রেখাটি যদি মূলবিন্দু দিয়া যায় তখন b-0 হুইবে এবং РО 
রেখার সমীকরণ হইবে y= mx. 

8.5. একটি নির্দিষ্ট বিন্দু দিয়! যায় এবং ম-আক্ষের ধনাত্মক 
দিকের সহিত একটি নির্দিষ্ট কোণ করে এমন একটি সরলরেখার 
সমীকরণ নির্ণয় (To find the equation of a straight line which 
passes through а given point and is inclined at a given angle 
with the positive direction of x-axis.) 
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মনে কর, АВ সরলরেখা৷ 0(%5১ Уз) বিন্দুগামী এবং -অক্ষের সহিত 9 কোণ 
করে। মনে কর, Р(х, y), АВ রেখার উপর যে-কোন একটি বিন্দু। Р হইতে 
ОХ-а উপর PM ач টান এবং Q হইতে 7৮7/-এর উপর QN ex টান। 


Fig. 29 


এখানে যেহেতু QNIBM 2. ZNQP-o0 
এখন РМ= PM - NM - y-y, এবং QN-x—x, 


Jj 
х- ху 


тап 0- ——- 


বা, m=} [ এখানে tan 0 =m ] 
X-X 


বা, У-уу=т(х-ху) 
s у-уу =m(x— ху) হইল নির্ণয় সমীকরণ | 
3.6. দুইটি নির্দিষ্ট বিন্দুগামী সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় 
(To find the equation of a straight line passing through two 
given points) : 
মনে কর, প্রদত্ত বিন্দু দুইটির স্থানাঙ্ক (%,, yi) এবং (Xas Ya) l এই দুইটি 
বিন্দুগামী সরলরেখার সমীকরণ মনে কর у=тх+Ь (এখানে m এবং b 
অজ্ঞাত রাশি ) i e (0) 
যেহেতু বিন্দু দুইটি এ সরলরেখার উপর অবস্থিত, অতএব বিন্দু দুইটির 
স্থানাঙ্ক ছার! у= mx + b সিদ্ধ হইবে। 
yi-mx, +b ЕС (2) 
у= тх, +b et (3) 
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(1) হইতে (2) বিয়োগ করিয়া পাই, 


у-уу=т(х-ху) MENS), 
(2) হইতে (3) বিয়োগ করিয়া পাই, 
y: —ys = тх. — Xa) 85: (5) 


(4) কে (5) দ্বারা ভাগ করিয়া পাই, 
ЖЫЛУ ৮৭2 
У-Уз Xi— Xo 


у-у: = xs x) হইল faria সমীকরণ 


মন্তব্যঃ (X1 V1) এবং (Xos у.) RAII সংযোজক সরলরেখার 


Уз, 


gradient হইল m =} a Ж 


зл. যে সরলরেখা অক্ষ দুইটি হইতে নির্দিষ্ট অংশ ছেদ করে 


তাহার সমীকরণ নির্ণয় (To find the equation of a straight line 


which cuts of given intercepts from the axes of co-ordinates) : 
মনে কর, АВ সরলরেখা хине 4 বিন্দুতে এবং )-অক্ষকে বিন্দুতে 
ছেদ করে। 


SY 
B 
P э, 
E (у) 
9 M A. Xj 
Fig. 30 


মনে কর, OA —a, OB- b এবং Р(х, y), AB রেখার উপর যে-কোন: 
একটি বিন্দু। Р হইতে 0X%-এর উপর РМ ач টান। 
এখন OM = x, PM = y. 


— টিউটর রা 


€— 
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BOA ও РМА এই দুইটি সদৃশ ত্ৰিভুজ হইতে আমরা পাই, 


РМ_МА_ОА-ОМ 
ВО ОА ОА 


CENE I নিৰ্ণের সমীকরণ | 


AOBP + AOPA= ABOA 
বা, ibx-c1lay-lab 


4, bxc ay-ab 
উভয় পক্ষকে ab দ্বার] ভাগ করিয়া 


ТБ 


নির্ণেয় সমীকরণ হইল atl. 


a 


মন্তব্যঃ (D কোন সরলরেখার সমীকরণের এই আঁকারকে intercept 
form বলে। 
(1) AB সরলরেখা %-অক্ষকে A (a, 0) বিন্দুতে এবং )-অক্ষকে B (6 b) 


বিন্দুতে ছেদ করায় АВ সরলরেখার সমীকরণ হইল 347 =1. 

(iii) АВ সরলরেখা -অক্ষকে А (а, 0) বিন্দুতে এবং )-অক্ষকে B 
(0, —b) বিন্দুতে ছেদ করিলে 4B-এর সমীকরণ হইবে 2১০1 

(v) АВ রেখা »-অক্ষকে А (—a, 0) বিন্দুতে এবং )-আক্ষকে B (0, b) 
বিন্দুতে ছেদ করিলে AB-এর সমীকরণ হইবে - 2+5 J. 

(v) AB রেখা %-অক্ষকে А (—а, 0) বিন্দুতে এবং )-অক্ষকে B (0, — b) 
বিন্দুতে ছেদ করিলে 4B-এর সমীকরণ হইবে ১ 1. 
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зв. কোন সরলরেখার উপর মূলবিন্দু হইতে লন্টি *-অক্ষের 
ধনাত্মক দিকের সহিত যে কোণ উৎপন্ন করে তাহা! যদি দেওয়া 
থাকে তাহা হইলে Q aa এবং কোণটি দ্বারা এ সরলরেখার 
সমীকরণ নির্ণয় (To find the equation of a straight line in terms of 
the perpendicular drawn to it from the origin and the angle that 
the perpendicular makes with the positive direction of x-axis) : 


Fig. 31 


О fax হইতে AB সরলরেখার উপর OP লঙ্গ টান! হইয়াছে। OP 
সরলরেখা %-অক্ষের ধনাত্মক দিকের সহিত 9 কোণ করিয়াছে। মনে কর» 
MOP- p এবং АВ রেখা স-অক্ষকে A বিন্দুতে এবং )-অক্ষকে B বিন্দুতে ছেদ 
করিয়াছে। মনে কর, Р বিন্দুর স্থানাঙ্ক (х, у) І 


htercept form-4 AB সরলরেখার ;দমীকরণ হইল ১৯ 64 +23"! 
..(1) 


oP ОЛИМ) 
এখন ত = д = k 
had ১ ñ 94 cos 0 cos 0 


0I ° ОР р 
এবং — –0)=$і * ЕЁ 
07০০9 (90° 0) =ѕіп 9 -. OB এস ps mr 


G) হইতে a Noe Дарин 
ioc iv 
9958 sin 6 

বা, X cos m sing 


P “I 


— cow 
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বা, X cos0-y ѕіпб=р. 
ইহাই হইল নির্ণেয় সমীকরণ। 
মন্তব্য? কোন সরলরেখার সমীকরণের এই আকারকে উহার 
perpendicular form বলে | 


39. কোন সরলরেখার সমীকরণ একঘাঁত সমীকরণ হইবে 
(The equation of any straight line is linear) : 

উপরের আলোচন! হইতে দেখা যাইতেছে যে সরলরেখার সমীকরণের 
বিভিন্ন আকার নিম্নলিখিত রূপে হইতে পারে | 

(i) y=mx+b (Tangent form) 


(ii) 2+%-1 (Intercept form) 


(ii) x cos 0 +y sin Ө=р (Normal form) 

উপরের সমীকরণগুলির প্রত্যেকটি একঘাত সমীকরণ। 

মনে কর, কোন সরলরেখার উপর Р(х, у) ও О(х,, y.) যে-কোন 
দুইটি বিন্দু। 3 রেখার উপর অন্য একটি বিন্দু R (х, у) অবস্থিত হইবে 
(অর্থাৎ যদি R বিন্দু Poe Q এর সহিত সমরেখ হইবে ) যদি x 0/:-৯)+ 
xi (у у) + х,у —yi)= 0 হয় অর্থাৎ যদি XVa У) tY (xs) + 
Xa -%৯)5- 0. 

, ইহাই হইবে এ সরলরেখাটির সমীকরণ | 

এখন у, — ya = A, Xo—X, =B, Xiya хау = ধর। অতএব à 
সমীকরণটি Ах+Ву+С=0 হইবে এবং ইহাই একঘাত দ্বার! প্রকাশিত 
সরলরেখার সমীকরণের সাধারণ রূপ 1 


3.10. যে-কোন একঘাত সমীকরণ একটি সরলরেখ। প্রকাশ 
করে। 
ও )-এর একঘাত সমীকরণের সাধারণ রূপ হইল 
Ах+Ву+С=0 (1) 
(যেখানে А, B, C ঞ্রবক ) 
মনে কর, (25975), (5১95) এবং (Ss, y.) যে-কোন তিনটি বিন্দু 
বং উহার! (1) নং সমীকরণের সঞ্চারপথের উপর অবস্থিত। 
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এ স্থানাঙ্কগুলি দ্বারা সমীকরণটি সিদ্ধ হইবে। 
Ах,+Ву,+С=0 ৮4৫2) 
Ax, + Ву. + C20 ¿09 
Ax, + By, +C=0 ...(4) 
(2) এবং (3) হইতে আমরা পাই, 
А В C 


XYi—Y. уз Xii o XQ. 

A, B, C-«x আহ্কপাঁতিক মানগুলি (4) নং সমীকরণে বসাইয়া! পাই, 
X (y. Уз) + x,(y, —y,) + x,(y, —y a) = 0 

25 (Xa Va), (wo, Уз) এবং (xs, Va) বিন্দুত্রয় সমরেখ। 
Ax+By+C=0 একটি সরলরেখাকে প্রকাশ করে। 


3.11. সরলরেখার সাধারণ সমীকরণকে (Ах+Ву+С=0) 
বিভিন্ন আকারে প্রকাশ : 


(i) Ах+Ву+С=0с&у=тх+Ь এর আকারে প্রকাশ: 
Ах+Ву+Сх=0 
বা, By-—Ax-C 


AUG 
বাঃ. y-2—3x—5 


B 
ইহা /-7৮+ আকারের সমীকরণ যেখানে m- —4, b- - C. 


(ii) Ax+By+C=0 কে ža আকারে প্রকাশ : 


Ах+Ву+С=0 
9, Ах+Ву=-С 


il. 8 ert a 
ইহা ৫+৮-1 আকারের সমীকরণ যাহার a= — 4, b -5 
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(ii) Ах+Ву+С=0 কে x cos0+y sinó-p এর আকারে 
প্রকাশ ; 

কোন সরলরেখার সমীকরণের সাধারণ রূপ হইল Ax By + C=0 (1) 

чаб О হইতে (1)-এর উপর অঙ্কিত яч p এবং 9 ач »-অক্ষের: 
ধনাত্মক দিকের সহিত 0 কোণ করিলে সরলরেখার সমীকরণ হইবে, 

x cos 0 +y sin 6—p ...(2) 
এই সমীকরণ (2) এবং সমীকরণ (1) একই সরলরেখা প্রকাশ করে। 
0 


p cos0 sin6 Ме) 


বাঃ — h ать 


আব p° _ cos? 0 _sin° 0 _ соѕ? 0 +ѕіпе _ 1 
е С (-AF (-В)* А? +В? А? +В? 
(4) 


(3) এবং (4) হইতে পাই, 


?- cos0 _sin 0 _ 1 


CCA =B VIP 


ç রি SO es as 
I УД" +B ° VAT B 
PE 
ГАЗ + В? 
so (1) হইতে পাই, 
В С 


А 
VASE Vei VA 
ë С 
эз 0—ysin 0+ =0 
ar AXES 


A B 
যেহেতু cos 0— уд. В? x sin 0= -Vie 


বা, x cos 0 + y sin ৪- নন 


ইহা x cos 0-- y sin 6—p আকারের হইয়াছে। 
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এখানে দেখা গেল ——— ধনাত্মক হইলে 


VA +В? = 
x cos 0 +y sin 0— MR হইবে নির্ণেয় সমীকরণ ; 
এবং 

—X cos 0 —y sin ge 9 হইবে নির্ণেয় সমীকরণ | 
মন্তব্য $ хсоѕ 45° у 310 45°= —2 এমন একটি সরলরেখার 
সমীকরণ যাহার উপর মূলবিন্দু হইতে লম্ব এবং %-অক্ষের ধনাত্মক দিকের সহিত 

“যে কোণ উৎপন্ন করে তাহার পরিমাণ 135° হইবে, 45° হইবে না। 

фа পদটিকে ধনাত্মক করার জন্য সমীকরণটিকে লেখা হয় 
—x cos 45°+у sin 45^ — +2 
4, х соѕ 135° «y sin 135^ - 2. 
3.12. দুইটি সরলরেখার অন্তভূতি কোণ নির্ণয় (To find the 

angle between two given straight lines) + 

(а) মনে কর, РА সরলরেখাটির সমীকরণ y ^m, x- b, এবং PB দরল- 

রেখার সমীকরণ y = m.x- 5. 


Fig. 32 


মনে কর, РА এবং РВ সরলরেখাদ্বয় P বিন্দুতে ছেদ করিয়াছে এবং 
উহাদের অন্তত কোণ ó | 

PA сач] এবং PB রেখা *-অক্ষের ধনাত্মক দিকের সহিত যথাক্রমে 0 ও 
$° কোণ করিয়াছে। 
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24. tan 0=m,, tan o =m, &44%ф=6—67 
s, 009. 00 (৪-৪০) 


tan 0 — —tan 6° Qm,-ms 
^Cl-«tanótanó 1mm, 


৮০০০-2৫-18... i3 
"Peur পাস (1) 


যেহেতু % হইল সরলরেথা দুইটির wwe os কোণ, অতএব ইহা ЧЇ] সরল-- 


রেখা দুইটির «vu ^e কোণ পাওয়া গেল। 
মন্তব্যঃ যদি 2 рта এর মান ধনাত্মক (positive) $I তখন. 
উহাদের অস্তর্ভ্ত কোণ M UN ME M 


Е t m, m, 
খণাত্মক (negative) হইবে তখন উহাদের Agg কোণ Ф হইবে সুলকোণ। 
(b) যখন সরলরেখা দুইটির সমীকরণ 
А,х+В,у+С,=0 si (1) 
AX + Bay + C. =0 .. (2) 
হইবে তখন উহাদের aege কোণ % কে Өй করিতে হইলে প্রথমে, 
উহাদ্দিগকে у=тх+ b আকারে সাজাইতে হইবে। 


(1) নং সমীকরণ হইতে পাহ, у х Са 
1 1 
(2) নং সমীকরণ হইতে পাই, у= – йзх се, ‚ 
2 B, 
== — = _ A, 
এখানে т=-Б› m В, 
4..4 
tin yu ma B, B, _ А,В, А,В, 
)rm,m, 1.4: 45. A.A. + BiB, 
B, `B, 
А,В, — А,В 
a= -i 12993149 
enum দু ও 


ইহা чї! সরলরেখা দুইটির «wy v কোণ Ф প;ওয়া গেল । 
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3.13. দুইটি সরলরেখার সমান্তরাল হইবার শর্ত (Condition of 


Parallelism of two straight lines) : 
(i) দুইটি সরলরেখা y mx +b, এবং у= mx +5, সমান্তরাল হইবে 
যদি উহাদের wy e কোণ ф= 0 হয়, 
অর্থাৎ যদি tan ф=0 m 


অর্থাৎ যদি tan $=" ы шй 


КИРЛИ 
অর্থাৎ যদি m, — m, =0 হয় 
অর্থাৎ যদি m, =m, হয়। 
Gi) 457 8: % C, =0 এবং 45৮ + By + C,=0 এই সরলরেখা। 
'দুইটি সমান্তরাল হইবে 
যদি tan $= ez au БЫ 
অর্থাৎ যদি А„В,— УЗ -o হয় 
অর্থাৎ যদি A.B, zu A,B, 
অর্থাৎ যদি রঃ -# হ্য়। 
3.14. দুইটি সরলরেখার পরস্পর লব্ধ হইৰার শর্ত (Condition 
-of perpendicularity of two straight lines) : 
G) দুইটি সরলরেখা у=т,х+Ь, এবং у=т,х+Ь, পরস্পর ww 
হইবে যদি 090° হয়। 6-90" হইলে cot 6-0 হইবে। 


PA та". 
এখানে tan Ф DEMM 


=0 হয় 


m 1 _l+mm, 
’' tang  m,-m, 


+ 
বা, cot $= 1+т,т, 


mi —m; 
90441 দুইটি E meris 
অর্থাৎ যদি cot $= snm 0 zy 
z 
অর্থাৎ যদি 1 + m,m, =0 হয় 
অর্থাৎ যদি ттт, = — 1 হয়। 
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Gi) দুইটি সরলরেখা Ax Buy + C, =0 এবং А„х+В„у+С„=0 
КАЛГА NE 
পরস্পর ач হইবে দি а) =) 1 হয় 
অর্থাৎ যদি 4,4, + В,В„=0 হয়। 
কার্যকর feum: 


А,х+В,у+С,=0 (i) এবং А„х+В„у+С„=0 (ii) 
অরলরেখ। দুইটি পরস্পর সমান্তরাল হইবে যদি 4২০8 হয়। 
° 
A.B. 

মনে কর, 4," 3; K 

А, = А.К, В, = В.К 
(i) নং সমীকরণে 4;, В,-ча মান বসাইয়। পাই, 

А„Кх+В„Ку+С,=0 


C 
বা, 4х+В,у+ k^? 


বা, Ax Bey + C -0. [ যেখানে с- g (4% )] 


এখানে দেখ! যাইতেছে সমান্তরাল সরলরেখা দুইটির মধ্যে фа 
(constant) পদেই শুধুমাত্র পার্থক্য দেখা যাইতেছে | K-এর মান অন্য কোন 
শর্ত হইতে নির্ণয় করিলে উহা! একটি নিদিষ্ট সরলরেখা হইবে । অতএব কোন 
সরলরেখার সমান্তরাল কোন সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় করিতে হইলে শুধু 
মাত্র фат পদটি পরিবর্তন করিলেই হইবে। অতএব Ах+Ву+С=0 
সরলরেখার সমান্তরাল এমন সরলরেখার সমীকরণ হইবে Ax Bye D-0| 
অন্য একটি শর্ত হইতে Dex মান বাহির করিলেই নির্ণেয় সমীকরণ হইবে। 

আবার উপরের (i) এবং (ii) সরলরেখ! দুইটি этч হইবে যখন 


loB হইবে। 
A, 


А S নং সমীকরণ হইতে পাই 
তি =0 


А, 
+y+ -0 
4, B, z В, 
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В 


= C 1 A B. 
I P$. 4 pe £a — ed | 
বা, y à РУТЕ ( ) 


В, А, 


বা, 854 Aey +t єл, =0 


1 


q  -B,xctA,y 4 C -0. [ যেখানে c S (аял) | 


একটি সরলরেখা оге! আছে, উহার সহিত লম্বভাবে অবস্থিত এইরূপ 
একটি সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় করিতে হইলে x ও y-aq সহগ দুইটি বিনিময় 
করিয়া উহাদের যে-কোন একটির চিহ্ন পরিবর্তন করিতে হইবে এবং একটি নৃতন 
EIF পদ যোগ করিতে হইবে। অতএব Ax + By+ C=0 সরলরেখার উপর 
aw এইরূপ সরলরেখার সমীকরণ হইবে Bx — Ay + D =0. 

অন্য একটি শর্তের সাহায্যে 7-এর মান নির্ণয় করিলে Ful একটি নির্ণয় 
সমীকরণ হইবে | 


8.15. দুইটি সরলরেখার чї. নির্ণয় (To find the point 


of intersection of two given lines) : 


মনে কর, Ax - By + C, =0 e (d 

এবং  А„х+В„у+С„=0 Ut (ii) 
হইল দুইটি নির্দিষ্ট সরলরেখার সমীকরণ এবং উহাদের ছেদবিন্দুর স্থানাঙ্ক (x, y) | 
যেহেতু ছেদবিন্দুটি উভয় সরলরেখায় অবস্থিত, অতএব ও স্থানাঙ্ক দ্বারা ও 
সমীকরণ দুইটি সিদ্ধ হইবে। 


+ 04x + By. C, -0 E (iii) 
Ах, 1855 + Co = 0 65 (iv) 
(iii) ও (iv) হইতে পাই, 
ঘা ১ 02. HP 
B.C -В„С, С,.Аз-А,С, А,В, 7458, 
০৩ 


BC, —B,C, ০545 — AC, 
ffi স্থানাঙ্ক হইল (26, А,В» - A,B, 
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মন্তব্য ? ছেদবিন্দুর নির্দিষ্ট মান পাওয়া যাইবে যদি ABa — 3B, 70 

হয়। আবার যদি А,В,- А,В, -0 হয় অর্থাৎ যদি 4: = p° হয় তাহা 
2 


হইলে মরলরেখা দুইটির ছেদবিন্দুর মান পাওয়া যাইবে না। উহারা তখন 
সমান্তরাল হইবে। তবে সরলরেখা দুইটি অসীম দূরত্বে ছেদ করিবে। 
আমর! আগেই আলোচনা করিয়াছি যে, সরলরেখা দুইটি সমান্তরাল হইবে যদি 


Ay B, š 
As E zq | 

3.16. তিনটি সরলরেখার সমবিন্দু ( Concurrent ) হইবার শর্ত 
নির্ণয় (To find the condition of concurrence of three straight 


lines) : 
মনে কর, প্রদত্ত সরলরেখ! তিনটির সমীকরণ 
А,х+В,у+С,=0 2: (0 
Asx + Boy + Cs = 0 . (ii) 
A,x- B,y+ C, = 0 jer (iii) 


প্রথম দুইটি সরলরেথার ছেদবিন্দুর স্থানাঙ্ক 
B,Ca—BaC, С,Аз 4505 
А,В, АВ,’ А.В. 74585 
যদি তিনটি সরলরেখ। একটি বিন্দুতে ছেদ করে তাহা হইলে প্রথম দুইটির 
ছেদবিন্দু তৃতীয় সরলরেখার উপর অবস্থিত হইবে এবং এ свеча দ্বারা তৃতীয় 
সরলরেখাটি সিদ্ধ হইবে। 


04 LB AT , p, „436.624. С, 
ME ST n asa n iudei E ver" 070 


সরলরেখা তিনটি সমবিন্দু হইবার শর্ত হইল 
A.B, Cs 8205) + B.(CiA45 ps] CA „+ C. (AB —A3B,) -0 
বা, A1(B5 C, — B,Cs) + B,(Cs A, — 0545) + C,(AsB, — 4,Вз) 
=0 
8.17. যে সরলরেখা দুইটি নির্দিষ্ট সরলরেখার ছেদবিন্দু দিয়া 
যায় তাহার সমীকরণ নির্ণয় (To find the equation of a straight 


line passing through the point of intersection of two given 


straight lines) : 
4 
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মনে কর, নির্দিষ্ট সরলরেখা দুইটির সমীকরণ 

А,х+В,у+С,=0 NS 
এবং Asx + Boy-- Cs = 0 ... (ii) 
এখন А,х+ Bıy + C, + K(Aox-BoytCg)-0 — (iii) 


সমীকরণটি একঘাত বলিয়া ইহা একটি সরলরেখার সমীকরণ। K যে-কোন 
একটি ধ্রুবক (constant) | K-এর বিভিন্ন মানের জন্য (iii) নং সমীকরণ বিভিন্ন 
সরলরেখা প্রকাশ করিবে। 

সরলরেথা দুইটির ছেদবিন্দুর স্থানাঙ্ক 


8,0৪-880, Ca Ga) 
A.B; ~ АзВ,’ 4589 4281 


এই ছে্দবিন্দু দ্বারা সমীকরণ (111) সিদ্ধ হইবে । অতএব সমীকরণ (iii) হইবে 
& দুইটি সরলরেখার ছেদবিন্দুগামী সরলরেখার সমীকরণ 1 


348. যে সরলরেখা। একটি নিদিষ্ট বিন্দু এবং দুইটি নিদিষ্ট 
সরলরেখার ছেদবিন্দু দিয়া যায় তাহার সমীকরণ নির্ণয় (Го find 
the equation of a straight line passing through а glven point and 
through the point of intersection of two given straight lines) : 
মনে কর, নির্দিষ্ট বিন্দুর স্থানাঙ্ক (h,k) এবং দুইটি নির্দিষ্ট সরলরেখার 
সমীকরণ 

А,х+ B,y +С, = 0 EL (i) 

Asx+ Bay + 08 = 0 (ii) 

সরলরেথা দুইটির ছেদবিন্দুগামী যে-কোন সরলরেখার সমীকরণ 

А,х+В,у + C, +K'(Asx+ Bay + C3) = 0 (iii) 

যেহেতু এই সরলরেখাটি (h, k) বিন্দু দিয়া যায় অতএব x= h, y= k হইবে 
এবং (iii) নং সমীকরণ হইতে পাই, 

45018510505 х K(Ash + Bak + ৫৪) = 0 


A,h+B,k+ C 

к ә AE Am 

K- a Bk б, 
K^ এর মান (iii) সফীকরণে বসাইয়া পাই, 


А+ Bik + 
45850 + C, "A Bpk ° CA + Bay + C3) -0 
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বা А,х+В,у+ C, _ Asx + Bay + Co 
: A,h B,k+ C, 44511785107 C» 

ইহাই হইল নির্ণেয় সমীকরণ |. 

3.9. কোন নিদিষ্ট বিন্দু হইতে কোন নির্দিষ্ট সরলরেখার 
উপর әт দৈর্ঘ্য নির্ণয় To find the length of the perpendi- 
cular from a given point upon a given straight line) : 

মনে কর, নির্দিষ্ট সরলরেখা 4B-এর সমীকরণ x cos 0 y sin 0 =p এবং 
মনে কর Р(х, yi) একটি নির্দিষ্ট বিন্দু। АВ-аа উপর OR ач টান এবং 
P(x, ул) বিন্দু দিয়া 48-এর সমান্তরাল করিয়া CD সরলরেখা টান। যেহেতু 
,4-এর সমীকরণ x cos 0--y sin 6 = p. 


Fig. 33 


অতএব OR-p এবং / AOR= 0 ; 
এখন যদি OQ — p হয় তাহা হইলে CD রেখার সমীকরণ হইবে 

xcos 0 +y sin 0— যেহেতু CD রেখা Р(х,у) বিন্দুগামী ; 

X, cos 0 +y, sin 9 =p হইবে | 
nop = x, cos 0 +y, sin 0 

facfa দৈর্ঘ) PM — QR-OQ-OR-p -p 

= x, cos 0—y, sin 0 — p 

মন্তব্যঃ P(x,,y,) few হইতে x cos 0+y sin Ө=р সরলরেখার 
উপর ашта দৈর্ঘ্য পাওয়া যাইবে wf x cos 0 +y sin 6 — p. এই রাশিটিতে 
এ-এর পরিবতে x, এবং )-এর পরিবর্তে y, বসানো হয় । 
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অনুসিদ্ধান্ত £ (i) মনে কর, AB দরলরেখার সমীকরণ 
Ах+Ву+С=0 .. О]; 
এই সমীকরণটিকে প্রথমে x cos 0+y sin 0—p-0 >. (іі) 
আকারে প্রকাশ করা হইল। 


৬৫১ В c И. 
ТЫК, ঘর ЧЫМ XT о 7 00 
যেহেতু (ii) এবং (11) একই মরলরেখার সমীকরণ 


^ cos 6 


fides ১৬০. 
রত Io অন্ত P lp 
* (8155) হইতে frfa =x, cos 0 y, sin 0—p 


A B C 
শি айк АУ а Mg 
"AB У уат УА" +В? 
„Ах. + Ву. +С 
МА? + В" 


WD: Р(х, y.) বিন্দুটি যদি 0 এবং 4B-এর মধ্যে অবস্থিত হয় তাহা 
হইলে লক্ষের দৈর্ঘ্য- p-p = —(p/ — p) হইবে। 
P বিন্দু হইতে farda লঙ্গের দৈর্ঘ্য = +(p”— p) 


mete з 


wo দৈর্ঘ্যের চিহ্ন (sign) ধনাত্মক বা খণাত্মক হউক না কেন দৈর্ঘ্য বলিতে 
উহার লাংখ্য মানকে বুঝায়। 


3.20. А,х+В,у+С,=0 এবং Asx +B,y + €, 70 সরলরেখা 
দুইটির অন্তভূত কোণের সমদ্বিখগ্ডকের সমীকরণ নির্ণয় (To find 
the equations to the straight lines bisecting the angle between two 
straight lines Ax + В,у+ C, =0 and Азх+ Bay + Co 0) : 

মনে কর, দুইটি সরলরেখার wq m কোণের কোন সমদ্বিগণ্ডকের উপর 
যে-কোন একটি বিন্দুর স্থানাঙ্ক (х,у)! 

একটি সরলরেখা হইতে এ বিন্দুর аута অন্য সরলরেখাটি হইতে & 
বিন্দুত ачкы সমান i 
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ই লম্বদূরত্বলি একই Баце হইতে পারে q বিপরীত feres 
হুইতে পারে। 
Aix t By +С, _ Ax + Bay + 0 
A." + B,? নাকে 
লম্বদ্বিখগুক গুলির সমীকরণ হইল 


А,х+В,у+С, = + AX + Bay + Cg 
লে — VASIBS 


দ্রষ্টব্য ঃ উপরের সমীকরণটিতে + feuar মধ্যে + চিহ্নটি তখনই 
ওয়া হইবে যখন সমদ্বিগুকটি মূলবিন্দু যেদিকে সেইদিকে থাকে, waqta 
— eb aem হইবে। অর্থাৎ, দুইটি সরলরেখা А,х+В,у+С,=0 
এবং Aaxt Bay + Ca = 0 ছেদ করিলে, এ সমতলে ছেদিত অংশের যেদিকে 
সুলবিন্দু সেইদিকে সমদ্বিখণ্ডকটি থাকিলে, ধনাত্মক চিহ্নটি ает] হইবে ; অন্যথায় 
сете অংশের যেদিকে মূলবিন্দু নাই সেইদিকে সমদ্বিখণ্ডকটি থাকিলে খণাত্মক 
চিহ্নটি লওয়া হইবে। নিচের চিত্রটি লক্ষ্য করিলে বিষয়টি পরিষ্কার হইবে। 


Fig. 34 


উদ্বাহরণ 1. এমন একটি সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর যাহা )-অক্ষের 
সমাস্তরাল এবং (3, 5) বিন্দুগামী। 

учу সমাস্তরাল সরলরেখার সমীকরণ х= a 

যেহেতু সরলরেখাটি (3, 5) বিন্দুগামী, অতএব এখানে a — 3 

SS fem সমীকরণ ২ = 3. 
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উদাহরণ 2. cx সরলরেখা )-অক্ষের ধনাত্মক দিক হইতে 3 একক 
কাটিয়া লয় এবং স-অক্ষের সহিত 30 কোণ উৎপন্ন করে তাহার সমীকরণ 
নির্ণয় কর। 

মনে কর, সরলরেখাটির সমীকরণ y=mx-+ b. 

এখানে b= 3, 

wd 
matan 0 =tan 30 = 


নির্ণেয় সমীকরণ হইল у= 4*3 
বা, V3y-x-23V3 
Xl] x= J3y-3 43-20. 
উদাহরণ 3. যে সরলরেখ!| *-অক্ষের ধনাত্মক দিক হইতে 4 একক এবং 
7-অক্ষের «dus দিক হইতে 3 একক কাটিয়! লয় তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর। 


মনে কর, সমীকরণটি হইল +=! © G) 
এখানে a=4, b= —3 
(i) হইতে পাই, 24 >=! 
3l, —3x+4y= —12 
বা, 3x-4y-12 
, নিৰ্ণেয় সমীকরণ হইল 3x-4y- 12. 
উদ্দাহরণ 4. (3, 5) বিন্দুগামী যে সরলরেখা хоч ও )-অক্ষ হইতে 
সমান অংশ (equal intercepts) কাটিয়া লয় তাহার সমীকরণ নিণয় কর। 
মনে কর, সমীকরণটি হইল = +5! 


এখানে যেহেতু a= b, /. х+у=а 
আবার যেহেতু সরলরেখাটি (3, 5) বিন্দুগামী, 
3+5=а .. a-8 
7. নির্ণেয় সমীকরণ х+у=8 
উদ্দাহরণ 5. (2,5) বিন্দুগামী যে সরলরেখার প্রবণতা৷ (gradient) 1 সেই 
সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর। 


০ 
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আমরা জানি (x, .y,) বিন্দুগামী সরলরেখার সমীকরণ y — y, =m(x— x) 
এখানে т= 1, x, =2, y, =5 
боб সমীকরণ হইল y— 5 = 1(x 2) 
বা, х-у+3=0. 
উদ্দাহরণ 6. (1, 2) এবং (3, 5) বিন্দুদ্ধয়গামী সরলরেখার প্রবণতা! 
(gradient) নির্ণয় কর। 
(хуу) এবং (хауз) এর সংযোজক সরলরেখার প্রবণতা নি 2 
1 


নির্ণেয় প্রবণতা m-1-1-3. 
উদাহরণ 7. -অক্ষের সহিত 135° কোণ উৎপন্নকাঁরী এবং (6, —5) 
বিন্দুগামী সরলরেখার সমীকরণ fau কর। 
মনে কর, সমীকরণটি হইল у=тх+Ь 
এখানে m-tan 135- —1 
যেহেতু (6, — 5) বিন্দুটি এ সরলরেখার উপর অবস্থিত, 


—5=6т+Ь 
বা, —5=6х(—1)+Ь ^. b=1 
* নির্ণেয় সমীকরণ হইল у= -%+1 
বা, х+у=1. 


উদ্দীহরণ 8. যে সরলরেখা (2, 3) বিন্দুগামী এবং ঠ-অক্ষের afge 30° 
কোণ উৎপন্ন করে সেই সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় = 1 
মনে কর, সমীকরণটি হইল у=тх+Ь 


০. 1 
এখানে m-tan 30 ছিল 


যেহেতু সরলরেখাটি (2, 3) বিন্দুগামী, 
2 


хер се 523-3 


б 55 
fanfa সমীকরণ у рз : 
43 J3 

বা, x- y343V3-2-0. 
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অন্ত প্রণালী £ মনে কর, সমীকরণটি হইল у-у, = m(x- х.) 
এখানে m = tan 30° = ^ 
যেহেতু সরলরেখাটি (2, 3) বিন্দুগামী, 
1 
- э-з= ৯32) 
а, V3y-3y3-x-2 
ql x— V3y*3V/3-2-0. 
উদ্দাহরণ 9. 2x--y-2 সরলরেখা অক্ষদ্বয়কে ( *-অক্ষ ও)-অক্ষকে ) 
যুলবিন্দু হইতে যে অংশে ছেদ করে সেই ছেদিতাংশ দুইটি নির্ণয় কর। 


প্রদত্ত সমীকরণকে 7+2-1 আকারে লেখা যায়। 


১-অক্ষ ও }-অক্ষের ছেদিতাংশ দুইটি হইল 1 এবং 2. 
উদ্বাহরণ 10. x+y+l=0 সরলরেখাকে xcos 0+) sin 0—p=0 
আকারে প্রকাশ কর এবং ҷа হইতে Q সরলরেখার উপর লঙ্গদূরত্ব 
নির্ণয় কর। 
х+у+1=0 সরলরেখাটিকে নিম্নলিখিত আকারে লেখা utu: 


х y 1 
_ সপ শু 0 
41? 1? /154-15 V1*4 1? 


Eni NE 


1 
বা, cat 72 "= và 


1 p va 
বা, [773 *» (7) 
বা, xcos 225° + y sin 225-5 
ইহাই হইল নির্ণেয় আকার | 
আবার х+у+1=0 
3h -х-у= +1 


аб Ы IS BEES. EU 
М X-pr--0 vim vx 


eoe KI CR Ze dM ic Гу p যাহ... .. 
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উদ্বাহরণ 11. (-1, 2) এবং (3,4) ічн মধ্য দিয় অঙ্কিত 
সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর। 

(х,у) এবং (Xas ya) FANA মরলরেখার সমীকরণ হইল 

У-у: 825 xj) 


2 
22 


-å 

30+1) 
-2 

4l y-2- 240+ 1) 


বা, 2у-4=х+1 

s নির্ণেয় সমীকরণ হইল x—2y * 5-70. 

উদ্দাহরণ 12. (3, 4) বিন্দুগামী যে সরলরেখা Ра হইতে বিপরীত 
{фе (opposite in sign ) সমান অংশ কাটিয়া লয় তাহার সমীকরণ 


নির্ণয় কর। 


মনে কর, সমীকরণট হইল Z += 1 জর 
যেহেতু অক্ষয়ের, ছেদিতাংশ-এর মান সমান কিন্তু Бе বিপরীত, 
b= –а হইবে। 
(1) নং সমীকরণ হইতে পাই, = + =! 
557070 
যেহেতু রেখাটি (3, 4) বিন্দুগামী, 


so 3-4=а /. а= –1 
S নির্ে় সমীকরণ হইল х-у+1=(. 
উদ্দাহরণ 13. যদি чаб হইতে x cos 0+y sin 0-5 sin 20 


সরলরেখ। এবং x cos 0 — y sin 0=a cos 20 সরলরেখার উপর aaa 
যথাক্রমে p ও р, হয় ete] হইলে প্রমাণ কর 4p* + p. ° =". 
এখানে লগ দুইটির দৈর্ঘ্য 


а sin 20 


= ^r? : 
P- Jointa + созо -2 sin 20 
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а соз 29 


এবং = ———— F 
Es Ы 51720 


=а cos 29 


. 


'. 4p'+p,° ০4৫ ШШ? 20--a* cos? 20 


ER 20-- cos? 20) 
=a? 


4p° + p,” =a? 
উদাহরণ 14. 2х+у-3=0 এবং x-3y42-20 সরলরেখাদ্ধয়ের 
অন্তর্গত কোণের মান নির্ণয় কর। 
এখন 2х+у-3=0 সমীকরণকে у= —2x+3 আকারে লেখ! হইল 
এবং ৮+3)+2-0 সমীকরণকেও y- – 2—2 আকারে লেখা হইল | 
এখানে m, = —3, m,= -2 
আমর! জানি, tan $-04 тасар 
-3-1. 
&Qo$-tan* 1= 45°, ( 
{чї কোণ = 45°. 
উদ্দানরণ 15. (5, 4) বিনুগামী এবং 2x+3y—-1-0 এবং 3x—4y 
* 7-0 সরলরেখাছয়ের ছেদবিন্্গামী সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর। 
2х+3у—1=0 এবং 3х-4у+7=0 সমীকরণ দুইটিকে সমাধান করিলে 
х= –1,у=1 পাওয়া যায়। এই দুইটি সরলরেখার ছেদবিন্দু হইল (— 1, 1). 
^ (5, 4) এবং (- 1, 1) বিন্দুদ্বয়গামী সরলরেখার সমীকরণ হইল 


৮-4-5710-5) 

বা, х-2у+3=0. 

নির্ণেয় সমীকরণ х-3у+3—0. 
উদ্নাহরণ 16. প্রমাণ কর 5৮+3১-7-+0, 3x-4y- 10-0, x+y 

—-1=0 সরলরেখাত্রয় একবিন্দুগামী হইবে | 


5x--3y- 7-0 “я (i) 
3x-4y-10=0 s. (ii) 


7 


সরলরেখা A OC Ep = 59 


)*3, 15x49y-21-0 
(ii) х 5, 15x -20y- 50-0 
+ + 


'ধয়োগ করিয়া 29у+29=0 
০১] ই 
(i) হইতে পাই, 5x 3(—1)—7=0 I» 
5х=7+ 3=10 аз 
х= 2. 
প্রথম দুইটি সরলরেখার ছেদবিন্দু হল (2, — 1) | এখন її (2, —1) fast 
দ্বার х+у—1=0 সমীকরণটি সিদ্ধ হয় তাহ! হইলে তৃতীয় সরলরেখাটি ও. 
প্রথম দুইটির ছেদবিন্দুগামী হইবে। 
এখন, х+у-1=2-1-1=0 
এ. দেখা যাইতেছে যে (2, -1) বিন্দু দ্বারা x+y-1=0 সিদ্ধ 
হইতেছে। 
সরলরেখাত্রয় একবিন্দুগামী | 
Зп 17. (1,-2) বিন্দুগামী এবং 7x — 4y +2=0 সরলরেথার 
সমান্তরাল মরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর। 
7x-4y42-0 রেখার সমান্তরাল যে-কোন সরলরেখার সমীকরণ 
7x—4y+k=0 হইবে। 
যেহেতু সরলরেখাটি (1,—2) বিন্দুগামী, 
7x1—4(—2)+k=0 
k= -15 
бсб সমীকরণ 7x—4y— 15= 0. 
উদাহরণ 18. (2, 3) বিন্দুগামী এবং 4x—3y-10=0 সরলরেখার' 
উপর яч এইরূপ সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর। 
4х—3у-10—0 সরলরেখার উপর ёч amas যে-কোন সরলরেখার 
সমীকরণ 3x+4y+k=0 
যেহেতু এই রেখাটি (2, 3) বিন্দুগামী, 
+, 32+43+k=0 2. k= = 18 


c2 নির্ণেয় সমীকরণ 3x+4y-18=0. 
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উদাহরণ 19. যে সরলরেখা х+2у+3—0 ও 3x44y 720 
সরলরেখাঘয়ের ছেদবিন্দুগামী এবং y — x —8—0 সরলরেখার উপর яң এইরূপ 
-সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর। 

X+2y+3=0 এবং 3x+4y+7=0 

সমীকরণ দুইটিকে সমাধান করিলে x= —1,у——1 পাওয়া যাইবে 1 

“* প্রথম দুইটির ছেদবিন্দু হইল (—1,—1)1 এই ছেদবিন্দুগামী যে-কোন 
সরলরেখার সমীকরণ 

у+1=т(х+ 1) 
বা, y=m(x+1)—1 
এই সরলরেখাটি у= x + 8 সরলরেখার উপর ач হইবে যদি m.1= —1 হয় 
অথাৎ যদি m= —1 হয় d C7, mm, = — 1) 
e নির্ণেয় সমীকরণ у= -l(x+1)-1 
বা, x+y+2=0. 


উদ্দাহরণ 20. এমন একটি সরলরেখা যাহা যূলবিন্দুগামী এবং 
(3x-3y414-0 এবং 5x 44y 7-0 সরলরেখাদ্য়ের ছেদবিন্দুগামী এইরূপ 
সরলরেখার উপর (4, —7) বিন্দু হইতে অঙ্কিত atra দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 
প্রদত্ত সরলরেখা দুইটির ছেদবিন্দুগামী যে-কোন সরলরেখার সমীকরণ 
2х-3у+14+К (5x*4y-7)-0 д (1) 
যেহেতু সরলরেখাটি чаид 
“e 2.0-3.9+14+1(5.0+4.0-7)-0 
বা, 14 7k - 0 
১১6০2 
() হইতে পাই, 2х—3у+14+2(5х +4у—7)=0 
বা, 12х+5у=0 ys (ii) 
** (4—7) fe হইতে 12х+5у—0 রেখার উপর wm দৈর্ঘ্য 
12х4+5х(—7 
s C“ Dr - aps a - 1. 
উদাহরণ 21. 3x—4y+7-0 a I2x— $y - 8-0 গরলরেখাহয়ের 
অন্তর্গত কোণের সমদ্বিখণ্ডকদ্য়ের সমীকরণ নির্ণয় কর। 
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সমীকরণ দুইটিকে নিম্নলিখিত আকারে প্রকাশ করা যায় : 
3x—4y+7=0 ও – 12х+5у+8=0 
©. মূলবিন্দু যে কোণের মধ্যে আছে সেই কোণের সমদ্বিখগুকের সমীকরণ, 

3x—34ys has 120 5у+8 

/33 +4° 12574 55 

বা, 3-4/+7- —12х+5у+8, 
187, 13 

বা, 99x—77y +51 =0 

অন্ত সমদ্বিখগুকের সমীকরণ হইল 


3x—4y+7 | _ —12x+5y+8 


M 33 4-4? /12#+5*# 
বা 3х-4у+7_ _ —12x+5y+8 
5 13 


qk 21х+27у—131=0 
-. সমদ্বিথগুকছয়ের সমীকরণ হইল 
99х—77у+51=0 ও 21x-- 27y —131— 0. 


প্রশ্নমাল। 3 


1. যে মরলরেখা (2, 3) বিন্দুগামী এবং хуста সমান্তরাল সেইরূপ" 
সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর। ; 

2. (3, 4) বিন্দুগামী সরলরেখার প্রবণতা (gradient) | হইলে Q 
সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় «2 1 

3. যে সরলরেখ! )-অক্ষের ধনাত্মক দিক হইতে 1 একক কাটিয়া লয়, 
এবং এ-অক্ষের সহিত 45° কোণ উৎপন্ন করে তাহার সমীকরণ নির্ণয় ma | 

4. যে সরলরেথা /-অক্ষের ধনাত্মক দিক হইতে 1 একক কাটিয়া লয়৷ 
এবং *-অক্ষের সহিত 60° কোণ উৎপন্ন করে তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর। 

5. যে সরলরেখা )-অক্ষের ধনাত্মক দিক হইতে 2 একক কাটিয়া লয় এবং 
хет সহিত 30° কোণ উৎপন্ন করে সেই সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর। 
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6. যে মরলরেখ! )-অক্ষের ধনাত্মক দিক হইতে 2 একক কাটিয়া লয় 
“এবং x অঙ্গের সহিত 120° কোণ উৎপন্ন করে সেই সরলরেখার সমীকরণ 
নির্ণয় কর। 

7. саяаас x-wowa ধনাত্মক দিক হইতে 2 একক এবং )-অক্ষের 
ঝণাত্মক দিক হইতে 3 একক কাটিয়। লয় সেই রেখার সমীকরণ নির্ণয় কর। 

8. (2, 4) বিন্দুগামী যে সরলরেখা অক্ষদ্বয় হইতে সমান অংশ এমনভাবে 
কাটিয়া লয় যে (i) ছেদিত অংশ উভয়েই ধনাত্মক, (11) ছেদিত অংশের একটি 
ধনাত্মক অপরটি «errare তাহ! হইলে এরূপ সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর। 

9. (1, —2) বিন্দুগামী যে সরলরেখ| অক্ষদ্বয় হইতে সমান অংশ কাটিয়া 
লয় এইরূপ সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর। 

10. নিয়লিখিত বিন্দুদ্ধয়গামী সরলরেখার 274155] (gradient) নির্ণয় কর : 

() (—5, 3) এবং (9,5) 

(ii) (0,0) এবং (2,-2) 

(iii) (0,—5) এবং (—4,7) 

ll. দেখাও যে (3, 4) এবং (9, 12) বিন্দুদ্ধয়গামী সরলরেখা যুলবিন্দু 

দিয়া যায়। 


12, 4x+7y+5=0 সরলরেখাকে (i) y=mx+b(i) 247-1 


“আকারে প্রকাশ FA | 
13. নিয়লিখিত সমীকরণগুলিকে perpendicular আকারে লিখ : 


() у=3х+2 (ii) 2+-1 (iii) 4x—3y 1-0 
14. x cos45 «y sind5^- /2 সমীকরণটিকে intercept 


আকারে লিখ। 
15. 2х-5у+6=0 এবং 3х-4у+1=0 সরলরেখা দুইটিকে 


2 +5" 1 আকারে প্রকাশ কর। 


16. х+у+а=0 সরলরেখাকে x cos 0 + ysin =p আকারে প্রকাশ 
কর এবং মূলবিন্দু হইতে এ সরলরেখার উপর mw নির্ণয় কর। 
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17. নিয়লিখিত বিন্দুঘ্য়ের মধ্য দিয়া অঙ্কিত সরলরেখার সমীকরণ 
নির্ণয় কর £ 
(1) (3,4) এবং (5, 6) (i) (—1, 3) এবং (6, —7) 
(iii) (0, —a) এবং (b, 0) (iv) (7, 1) এবং (-5, -2) 
(v) (a, Б) এবং (a - b, a+b) 
(vi) (a cos $,, a sin ф,) এবং (a cos ф„, a sin %,). 
18. ত্রিভুজের বাহুগুলির সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার কৌণিক বিন্দুগুলির 
স্থানাঙ্ক যথাক্রমে 
G) (1,4, 2, —3),(—1,—2) (ii) (—4, 3), (7, —3), (5, 8) 
(iii) (о, 0), (5, — 2), (6, 9) (iv) (0, 1), (2, 0), (- 1, —2). 
19. নিম্নলিখিত সরলরেখাছয়ের y কোণ নির্ণয় কর :— 
(i) x-2y—5=0 এবং x—3y+7=0 
(ii) 7х-4у+3=0 এবং 3х—11у+1=0 
(11) х-у+1=0 এবং (2- /3)x-y *3-0 
(iv) x—y %3-5-0 এবং J3x*y-7-0 
(у) 3х-у+7=0 এবং x—-3y 48-0 
20. নিয়লিখিত সরলরেখাছয়ের ছেদবিন্দু নির্ণয় কর : 
(i) у=5х—7 এবং 4x-3y £120 
(i) 3х+у=5 এবং х+5у+3=0 
(iii) 3x+y—5=0 এবং 5x-2y-1-0 
(iv) x=ay+b এবং y -bx*a 
21. দেখাও ষে y -6—5x সরলরেখা 3x —2y 21 এবং x—3y 2-0 
অরলরেখাদ্য়ের ছেদবিন্দুগামী 1 
22. দেখাও যে x+3y+1=0, 2x- Ty c 3-20, 5x -y- 11 সরল- 
রেখাত্রয় একবিন্দ্গামী। 
23. একটি সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর যাহ (5,4) বিন্দু এবং 
2+3)-1 70 ও 3x —4y +7=0 সরলরেখাদ্ধয়ের ছেদবিন্দু দিয়! যায়। 
24. প্রমাণ কর 2х-у+8=0, 3х+у+2=0 ও 4x+3y-4=0 
সরলরেখাত্রয় একবিন্দুগামী। 
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25. সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর যাহ! 
G) (3, 5) RANT এবং 4%- 3) + 1—0 সরলরেখার সমান্তরাল ; 
(i) (1, —2) বিন্দুগামী এবং 7x—4y + 20 সরলরেখার সমান্তরাল 
(ii) 3x—2y 4-0 এবং 2x «y —7 —0 সরলরেখাদ্বয়ের ছেদবিন্দুগামী। 
এবং у= 12-এর সমাস্তরাল ; 
(v) (3,4) হিন্দুগামী এবং 4-3)+ 10 সরলরেখার উপর эт; 
(у) (—3, 1) বিন্দুগামী এবং 5৯-2) +7 =0 সরলরেখার উপর 99 ; 
(i) (—6, 10) বিন্দুগামী এবং 7x + 8y —5 =0 সরলরেখার উপর লঙ্গ ; 
(уй) (2, —3) বিন্দুগামী এবং (1, 3) ও (2, 7) বিন্দুদ্ধয়ের সংযোজক 
সরলরেখার উপর ач; ; 
(viii) 2x+3y+4=0 এবং 3x + 4y —5 — 0 সরলরেখাছয়ের ছেদবিন্দু- 
গামী এবং 6x — 7) +8 =0 সরলরেখার উপর AT ; 
(x) মূলবিন্দুগামী এবং 3+4-1 ও {13 ! সরলরেখাছয়ের ছেদ বিন্দু 
দিয়া যায়; J 
(х) 2х-у+5=0 ও х+у+1=0 সরলরেখাদ্য়ের ছেদবিন্দু এবং 
2х+у-5-0 ех-у-17=0 মরলরেখাদয়ের ছেদবিন্দুর মধ্য দিয়া যায়। 
26. যে সরলরেখ! (2, — 1) বিন্দুগামী এবং 3х + 2y —7 =0 সরলরেখার' 
সহিত 45° কোণ উৎপন্ন করে সেই সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর। 
27. যে সরলরেখা! (4, 5) বিন্দুগামী এবং x cos 60°+у sin 60* = 3 
সরলরেখার উপর аҹ সেই সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর। 
28. যে সরলরেখা যৃলবিন্দুগামী এবং x cos 60°+y sin 60°—2 
সরলরেখার উপর яч সেই সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর। 
29. যে সরলরেখা! (4, 3) বিন্দুগামী এবং x cos 60°+у sin 60°=2. 
সরলরেখার সমান্তরাল এইরূপ সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর। 
30. প্রমাণ কর সরলরেখাছয় পরস্পর সমান্তরাল : 
(1) 4х— 3у +3 =0 ও 4x-3y+1=0 
(ü) 7x-4y +2=0 ও 7x-4y ~ 15 
(iii) 3х+2у+5=0 ও 6x44y-7-0 


xi». ১4৯4 
সি 8717 ও aj 
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31. প্রমাণ কর সরলরেখাছয় পরস্পর AT £ 

(i) 4x—3y+1=0 ও 3х+4у—25=0 

(ii) 2х+5у+1=0 ও 5x—2y+7=0 

(iii) 5x—4y=20 ও 4x—5y-10 

(iv) х+у+2=0 в y-x-8-0 

(v) 4x-5y* 7-0 ও 10x+8y+3=0 

32. দেখাও যে y=m,xXx+on, у=т,„х+с„, х=0 স্রলরেখাত্রয় 


দ্বারা যে ত্রিভুজ অক্কিত হয় তাহার ক্ষেত্রফল Hen"), 


т. = Mı 

33. দেখাও যে (а+ b)x (a - by —2ab =0, (a—b)x- (a+ b)y 
—2ab-0, х+у=0 সরলরেখাত্রয় দ্বারা যে ত্রিভুজ অঙ্কিত হয় তাহার 
ew কোণ 2 tan^* (9. 

34. যে সরলরেখ! (3, —2) বিন্দুগামী এবং J3x+y=1 সরলরেখার 
সহিত 60° কোণ উৎপন্ন করে সেই সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর। 

35. 41১ 0), BQ, —4), С(—5, —2) তিনটি বিন্দু 

G) এমন একটি সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর যাহা 4 বিন্ুগামী এবং 


BC-এর উপর 99 1 
(ii) এমন একটি সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর যাহা B বিন্দুগামী এবং 


AC-এর উপর 85 1 
36. নিম্নলিখিত বিন্দু হইতে নির্দিষ্ট সরলরেখার উপর লঙ্দূরত্বগুলি 
নির্ণয় কর :— 
(i) (0,0) হইতে x+ 2y + 3=0 সরলরেখার উপর яч; 
(ii) (2, —1) হইতে x+3y+1=0 সরলরেখার উপর ач; 
(iii) (1, 1) হইতে 2x cos 30° + 3) sin 30°— 4 সরলরেখার উপর লঙ্গ ; 
(iv) (2, 1) হইতে x sin 60" + y cos 60° = 2 সরলরেখার উপর ач; 


(у) (а,0) হইতে y=mx+ এর উপর m | 


37. 4x+3y=8 e 4х+ 3+ 127 0 এই সমান্তরাল সরলরেখা দুইটির 


মধ্যে দূরত্ব নির্ণয় কর। 
5 
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38. 3x+4y—6=0 ও 3x+4y+5=0 এই ছুইটি সমান্তরাল সরল- 
রেখার মধ্যে দূরত্ব নির্ণয় কর। 


39. I2x—5y--4-0 ও 3x-4y-2-0 এই সরলরেখা দুইটির 
অন্তত তি কোণের সমদ্বিখওকগুলির সমীকরণ নির্ণয় কর। 


40. নিম্নলিখিত সরলরেখাদয়ের EY কোণের লম্বদ্বিগুকপুলির 
সমীকরণ নির্ণয় жя: 


(i) 4x—3y-0 ও 3x 4 4y - 0 

(ü) y—-2x-4 е 2y-x—4 

(iii) 4x—3y—1-70 € 3৮-4/+2-0 
(iv) 3x-4y—12-0 '*4xt3y-24-0 
(v) 4yt3x-12-0 ও 3y & 4x 224-0 


41. у=тх+с এবং у= mx --c সমাস্তরাল সরলরেখা দুইটির মধ্যে 
দূরত্ব নির্ণয় কর। 


42. এমন সরলরেখার সমীকরণ নির্ণয় কর যাহা Ax+By+C=0 ও 
Ах+ Ву + C —0 সরলরেখাছয়ের ছেদবিন্দুগামী এবং 

(i) মূলবিন্দু দিয়! যায়, 

Gi) ১-অক্ষের সমান্তরাল, 

(ii) y-a হইতে a একক ছিন্ন করে, 

v) (wy বিনুগামী। 

43. প্রমাণ কর যে V3x y -0, V3y t x-0, V3x y - 1, 


МЗу+ x^ 1 এই চারিটি সরলরেখা লইয়া যে সামাস্তরিক (১8181191087 


am) 
অঙ্কিত হয় তাহার баң পরস্পর ч | 


| 
; 
E 
এ 
Ё 
[ 
І 


চতুর্থ =чер = 
বৃত্ত (Circle) 


41. qus কোন একটি বিন্দু যদি যে-কোন সমতলের উপর এমনভাবে 
চলমান হয় যে এ সমতলে অপর একটি স্থিরবিন্দু হইতে উহার দূরত্ব সর্বদ। 
সমান থাকে তাহা হইলে 9 চলমান বিন্দুর সঞ্চারপথকে qe বলে। AFT- 
পক্ষে ইহ! বৃত্তের পরিধি (Circumference) | এই (забара বৃত্তের কেন্দ্র 
Centre) বলে। স্থিরবিন্দু হইতে চলমান বিন্দুর নিদিষ্ট দূরহকে ব্যাসার্ধ 
(Radius) বলে। 

аз. মূলবিন্দুকে কেন্দ্র ধরিয়া বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় 
(То find the equation of a circle whose centre is the origin) : 

মনে কর, যুলবিন্দু О বৃত্তের কেন্দ্র 
এবং a ইহার ব্যাসার্ধ 1 বৃত্তের পরিধির 
উপর যে-কোন P (x, y) একটি বিন্দু 
ael ৮ বিন্দু হইতে 0%-এর উপর 
РМ ач টান। ОР যুক্ত কর। 

এখন ОМ=х, РМ=у 9 
OP -a. 

এখানে РМО সমকোণী faga 1 

ОМ? + РМ° = OP? 
al x? +y” =a" 
хї+у* = a° হইল বৃত্তের নির্ণয় সমীকরণ | 

মন্তব্যঃ বৃত্তের উপরিস্থিত যে-কোন বিন্দুর স্থানাঙ্ক এই সমীকরণকে সিদ্ধ 
করিবে, অন্য কোন বিন্দুর স্থানাঙ্ক দ্বারা ইহা সিদ্ধ হইবে না I 

аз. 9089 কেন্দ্র যে কোন নির্দিষ্ট বিন্দু (h, к) এবং ব্যাসার্ধ 
a হইলে t বৃত্তের সমীকরণ {яя (То find the equation of a circle 


whose centre is amy point (h,k) and radius equal to a given 


Fig. 35 


Jength a) : 
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মনে কর, C বৃত্তের কেন্দ্র যাহার স্থানাঙ্ক (ñ, k) এবং ইহার ব্যাসার্ধ । 
বৃত্তের উপরিস্থিত Р (х,у) যে-কোন একটি বিন্দু লও। Ce P হইতে OX 
এর উপর যথাক্রমে CM ও PQ aw টান | ০ হইতে P0-এর উপর CR ss 


টান। CP যোগ কর। তাহা হইলে OM = h, CM =k, 00=х, PQ = y, 
CP —a. 


P uc = F 


Fig. 36 


এখন CR- Mü- OQ—OM - x 
PR-PQ-QR- PQ- CM - y 0 1 
এখন, РЕС সমকোনী ত্রিভুজের CR? + РЕ? = Cp: 
বা (Х—В)# + (y -k)* =a? 
ee (Œh)? + (y-k) а" হইল বৃত্তের নির্ণেয় সমীকরণ। 
মন্তব্য £ বৃত্তের উপরিস্থিত যে-কোন বিন্দুর স্থানাঙ্ক এই সমীকরণকে সিদ্ধ 
করিবে, অন্ত কোন বিন্দুর স্থানাঙ্ক দ্বার! ইহা! буз হইবে না। 
অনুসিদ্ধান্ত (i) বৃত্তের কেন C-এর "tati যদি (h, — k), (-h,—k), 
(=h, k) হয় তাহা হইলে বৃত্তের সমীকরণ হইবে যথাক্রমে (х)? + 
Otk)’ =a", (x+)! + +k) =a, (x+BË)"'+(y- k) =a". 
(i) মনে কর, মূলবিন্দু О বৃত্তের পরিধি | 
তা, В+ а" 
ҸЕ বৃত্তের সমীকরণ হইবে 
(х 0)" + (y —k)* -h* + 
বাঃ x* - y* – 2hx — 2ky = 0. 
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Gii). মনে কর, মূলবিন্দু О বৃত্তের পরিধিস্থ নয় কিন্তু কেন্দ্র %-অক্ষের 
উপর অবস্থিত। 
এখানে k =0 হইবে | 
বৃত্তের সমীকরণ হইবে (x —h)? --y* - a?. 
(у) মনে কর, যুলবিন্দু বৃত্তের পরিধিস্থ এবং x-a উপর P?" 
ব্যাস অবস্থিত। 
এক্ষেত্রে k-0 এবং a= 
* বৃত্তের সমীকরণ হইবে x? + y? - 2hx - 0. 
(v) বৃত্তের কেন্দ্র C যদি মৃলবিন্দু হয় তাহা হইলে h—0,k=0 হইবে। 
”* বৃত্তের সমীকরণ হইবে x" + y? -а°. 
এখন (x-h)'-F(y—k)'-a* এই সমীকরণটিকে নিয়লিখিত রূপে 
‘লেখা যায়। 
X? c y? —2hx—2ky+ h° +k? -a° =0 
ql x°+y°+2gx+2fy+ =O. 
যেস্থানে8,/, ০হইল PIF পদ এবং g = —h, f= =k, ০০:7০ +k? a? 
44. বৃত্তের সমীকরণের সাধারণ রূপ £ 
বৃত্তের [ যাহার কেন্দ্রের স্থানাঙ্ক (h, К) ব্যাসার্ধ а] সমীকরণ হইল 


(х—һ)# + (y-k)* = a° Be (i) 
বা, x" +y’ — 2hx + y* +k? — 2yk = a° 

বা, x* +y’ -2hx — 2ky +h? +k? —a? =0 e (ii) 
এখানে x° ও)/-এর সহগ সমান এবং ১)-যুক্ত কোন পদ নাই। 

(2) নং সমীকরণকে x° e y? +2gx+2fy+ e= 0 -. (iH) WU 


প্রকাশ করা যায় যেখানে g. f, с হইল এঞবক পদ এবং g= -h, f= k, 
ch? -k* —a*. 
(iii) নং সমীকরণ হইল বৃত্তের সমীকরণের সাধারণ রূপ। 
45. প্রমাণ কর x"+y'+2gx+2f1y+e=0 সর্বদাই কোন 
বৃত্তের সমীকরণ হইবে । এ বৃত্তের কেন্দ্র ও ব্যাসার্ধ নির্ণয় жа! 
{сян সমীকরণ হইল x'+yt+2gx+2fy+e=0 — .. (9 
41, x'+2gx+g'+y'+2fy+f'+c-g'-f'- 0 
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বা, (৮-8)+(+0*-8* +/-6 
বা, (৮+৪)০+(+1)০-( /д*+]*—с)° VU 
এখন (x-h)-(y-k)-a' এই সমীকরণটির সহিত (i) নং 
সমীকরণের তুলনা করিলে দেখা যায় দুইটি সমীকরণ সমান হইবে যদি 
h= -g k- -fa Vg sfr cen 
x° +y? +2gx + 2fy +с=0 সর্বদাই কোন বৃত্তের সমীকরণ হইবে 
যাহার কেন্দ্রের স্থানাঙ্ক (- 8, - এবং ব্যাসার্ঘ- Vg f e 
да: (i) যদি ৪+/৯৫ হয়, তবে ব্যাসার্ধ বাস্তব হইবে | 
বৃত্ত বাস্তব হইবে। 
(ii) যদি ৪০40৫ হয়ঃ তবে রা হইবে। 
বৃত্ত একটি বিন্দুতে পরিণত হইবে । এই fe বৃত্তের Cem | এইরূপ 
заст বিন্দু বৃত্ত (Point Circle) বলে | 
Gii) যদি g?--f'«c হয় তবে ব্যাসার্ধ কাল্পনিক হইয়া যায়, তখন {ЕЁ 
কাল্পনিক হইয়া ЕЙ 
ал. সাধারণ দ্বিঘাত সমীকরণ : 
ax? + by? + 2hxy + 2gx + 2fy + e= 0 একটি বৃত্তের সমীকরণ হওয়ার 
শর্ত (To find the condition that the general equation of 


second degree ах? + by? + 2hxy + 28x + 2fy + c— 0 may represent 
à circle) : 


মনে কর, সমীকরণটি হইল ах? + ay? + 28x + 2fy + e= 0 
2.2428 paku 6. 
3 х +у dono 0 


4555 
TORERO 


ইহা একটি বৃত্তের সমীকরণ মাহার cecus স্থানাঙ্ক (-&, -4) аж 
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অতএব দেখা যাইতেছে যে যদি а= b হয় এবং h=0 হয় তবে ax? + Бу? 
+ 2hxy + 2gx + 2fy+ c = 0 একটি বৃত্তের সমীকরণ হইবে | 

facfa শর্ত হইল 

(i) х?-99 মহগ -)/*-এর সহগ (ii) ১2/-এর e*t - 0. 

4.8. A(xoy,) ও 8:০১ y.) বিন্দু দুইটির সংযোজক সরলরেখ। 
যে বৃত্তের ব্যাস সেই বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় [To find the equation 
of a circle whose diameter is the line joining the two given points 
А(х\, y.) and B(x,, J2)] 

মনে কর, (Жуз Уу wm Y 
(x5, y.) দুইটি প্রদত্ত বিন্দু। মনে 
কর, বৃত্তের পরিধিস্থ Р(х, y) A- 
কোন একটি Ral АР এবং ВР 
যোগ কর। 

যেহেতু 48 একটি বৃত্তের ব্যাস, 
অতএব / АРВ হইল সমকোণ। 

7. AP এবং ВР পরস্পর әң | Fig. 37 

+", এAP-এর প্রবণতা x BP-এর প্রবণতা = 1 f 


2৮78 
এখন AP-ag প্রবণতা! Xox, 


J-7Js 
X-X; 


ji MEI TU Ca LY. 1 
5৮88-2৫-25 


বা, (Х—Х,)(%—х„) + (у—у,\(у-у„)=0 

ইহাই হইল বৃত্তের নির্ণেয় সমীকরণ। 

49. বৃত্তের স্পর্শ ক (Tangent to the circle) : 

আমর! জানি, একটি সরলরেথা একটি বৃত্তকে দুইটি বিন্দুতে ছে? করে। 
যদি এ ছেদবিন্দু দুইটি একটিমাত্র বিন্দুতে মিলিত হয় তখন 2 সরলরেখাটিকে 
ও বিন্দুতে বৃত্তের স্পর্শক বলে। এ বিন্দুটিকে বল! হয় প্পর্শবিন্দু (point 
of contact) |. pf ্পর্শবিন্দুগাঁমী ব্যাসার্ের উপর этч হয়। 


Р(х,у) 


В(х;,у;) 


BP-4a প্রবণতা 
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অভিলন্ধ (Normal): যে সরলরেথা স্পর্শকের উপর স্পশ্শবিন্দুতে яч 
তাহাকে অভিলম্ব (Normal) ara | 


4.10. একটি সরলরেখ। ও বৃত্তের ছেদবিন্দু নির্ণয় (To find the 
points of intersection of a straight line and a circle) : 


মনে কর, у=тх+с ~- (i) সরলরেখা x? +y’ =a? ... (ii) 
বৃত্তটিকে ছেদ করিয়াছে। কোন্‌ কোন্‌ বিন্দুতে বৃত্তটিকে ছেদ করিয়াছে তাহা 
নির্ণয় করিতে হইবে | 

G) ও (1) নং সমীকরণ হইতে আমরা পাই, x° e (mx + c) = a° 

বা, (1 +m°)x° + 2mcx + c? —a? =0 : 

ইহা একটি faata সমীকরণ এবং Pm] হইতে хед দুইটি মান পাওয়া 
যাইবে। ৯-এর দুইটি মান у=тх+с তে বসাইলে )-এর ছুইটি মান 
পাওয়! যাইবে। 

একটি সরলরেখ সাধারণতঃ একটি gars দুইটি বিন্দুতে ছেদ করে। 

G) যদি 4m?c* — 4015 +1)(65 —a°)>0 হয় 

অর্থাৎ যদি a*(1--m*) -c* 20 হয় তবে বিন্দু দুইটি পৃথক এবং বাস্তব 
হইবে | 

Gi) যদি а%(1+т°)—с° «0 হয় তবে বিন্দু দুইটি একটি বিন্দুতে মিলিত 
হইবে। 

(i) чїа%(1+т°)у—с*<0 হয় তবে বিন্দু দুইটি কারনিক হইবে। 
এক্ষেত্রে সরলরেখাটি বৃত্তটিকে কোন বিন্দুতে ছেদ করিবে না | 

মনে কর, хет দ্বিঘাত সমীকরণ হইতে x, ча х, দুইটি বীজ 
(roots) পাওয়। ata | 


2mc 
1 + т? 


с" — as 


X, +X, = — Аа. 
7৫১৪ 17715 


XiX = 


iss vm*c* ~ (с? — a*)(14 m?) 


e Y(1 + m*)a* — c? 


hari M —— 
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যদি ছেদবিন্দু দুইটি (ху, 95) এবং (хь, Va) হয় তাহা হইলে уу-у, 
= (mx, + c) - (mx, + c)=m(x, — хь) 
জ্যা-এর দৈর্ঘ্য= М(х, x4)" + 0,775) 
= М(х, -x,*  m*(x, —х)* 
= V(x, =x) (1 m)? = (x; —x,) Vi +m° 


Ж] a via*(1 m?) - ০0 +m) 
а°(1 + т?) - c? 
ча 
- ইল rmt е 
এই জ্যাটি বৃত্তের স্পর্শক হইবে যদি জ্যা-এর দৈর্ঘ্য =0 হয়। অর্থাৎ জ্যা যে 
দুইটি বিন্দুতে বৃত্তকে ছেদ করিয়াছিল সেই দুইটি বিন্দু একটি বিন্দুতে সমাপতিত 
হইবে। অতএব সরলরেখ! y -7%%+ ৫১ X? +y =a বৃত্তের স্পর্শক হওয়ায় 
শর্ত হইল জ্যা-এর দৈর্ঘ্য 0 
M 
su V14m* 


বাঁ, с®=а%(1+ m?) 


va*(1-m*)-ci =0 


c-tavicm* 
Бб শর্ত হইল се £a I+ m? 

অতএব c= Жа Vi cm? «ау=тх+ c quts স্পর্শ করিবে। 
বৃত্তের স্পর্শকের সাধারণ রূপ হইল у = тх+а vli m°, যেখানে 


т gas at | 


অন্য প্রণালীতে «1-3 দৈর্ঘ্য নির্ণয় š 
মনে কর, সরলরেখ। y =mx +e, x° +y* —a* বৃত্তকে P ও Q বিন্দুতে 
ছেদ করিয়াছে। РО জ্যা-এর দৈর্ঘ্য নির্ণয় করিতে হইবে। O হইল যুলবিন্দু। 
О হইতে P0-এর উপর ОК ач টান। OP যোগ কর। এখানে ОР-а. 
пзе с 
М1 + т? 
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আমরা জানি, PQ 2727, PRO সমকোণী fagra OP* = OR? + PR? 
so РА? = ОР? ОК? | 


Есим 5 চু 3 7:78 
РК ies Јао тз) <р 
Va 1777: А 1+ т? 


2 APE CET M 
PQ=2PR=—= — z 3) — c 
Q Vin Va*(14- m?) —c 


ইহাই হইল নির্ণেয় জ্য! (20)-এর দৈর্ঘ্য 1 | 


Fig. 38 


মন্তব্য 2 y —mx +a VI-- m? এবং y mx —a v1-- m*«g প্রত্যেকে 
£* +)" =a" এর স্পর্শক। দুইটি সমীকরণেই т একই। যেহেতু m দুইটি 
সমীকরণেই এক, অতএব উহার! পরস্পর সমান্তরাল | 

411. x° +y°=a° বৃত্তের (x, у.) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 
নির্ণয় (To find the equation of a tangent at the point P(x,, yı) 
to the circle x? + y* =a): 

মনে কর, বৃত্তের উপর Px y.) বিন্দু ছাড়া Q(x, y.) আর একটি 
নিকটস্থ অপর বিন্দু। 


РО সরলরেখার সমীকরণ হইল 
yy: ^ 2১8) টু (i) 
যেহেতু P(x,, ys) এবং О(х», 5) বিন্দু দুইটি বৃত্তের উপর অবস্থিত 
X, t ya? =a? ... (ii) 


Xi +y’ =a? +. (iii) 
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(ii) হইতে (iii) বিয়োগ করিয়া পাই, 


х, ха? Бу: У: 70 
বা, (x, = ха). + ха) 05795)05+95)-0 
8০০ X3 Xs 

X; Xa yi Js 
G) হইতে পাই, 


у-у, 7১7 aa) 
১8৫74 13 
ইহা! হইল P0-এর সমীকরণ। এখানে РО হইল বৃত্তের ЭЛ! এই জ্যা 
РО, P বিন্দুতে বৃত্তের একটি স্পর্শক হইবে যদি Q বিন্দু ক্রমশ অগ্রসর হইয়া 
বিন্দুর উপর সমাপতিত হয়। অর্থাৎ যদি x, = xo ya =з হয়। 
*, বৃত্তের P(x у) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ হইবে 


2 
XP imt оу ЕХ) 


1 
Амур Can ы) বা, уу: У? = -xx 4525 
বা, хх. куу: = х. +y | =a° (` x+y =a) 
©. xx, + yy =a হইল স্পর্শকের নির্ণেয় সমীকরণ। 
অন্য প্রণালী : 
মনে কর, বৃত্তের Р(х, y.) বিন্দুতে АВ একটি স্পর্শক। О হইল মূলবিন্দু ৷. 


Fig. 39 


Pixa ya) বিনুগামী AB সরলরেখার সমীকরণ হইল 
y—y, =m(x— xi) (i) 
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আবার РО সরলরেখার সমীকরণ হইল ৮৮৯০ ^ (i) 
1 


এই সরলরেখ। দুইটি পরস্পর av, 
. Ji X; 


"o mxm "Э ин — SE 
х 


1 Ji 
т-а মান (i) নং সমীকরণে বসাইয়! পাই, 
MES USES CM 
У-7, (х x) 
বা, уу. у= ххх? 
বা, хх, +уу =x,°+y,"=a° 


+. (X +y =a? বৃত্তের P(x,, y.) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ হইল 


XX, t yy; =а?. 


412. x°+y'+2gx +2fy+e=0 বৃত্তের P(x, yj) বিন্দুতে 
স্পর্শকের সমীকরণ নির্ণয় (To find the equation of a tangent 


-at the point P(x,, у,) to the circle x? + y’ +2gx+2fy+c=0) : 


মনে কর, বৃত্তের উপর P(x,, у,) বিন্দু ছাড়া Q(x,, Va) হইল আর একটি 
নিকটস্থ অপর বিন্দু। 


РО মরলরেখার সমীকরণ হইল у= sa.) e (i) 


যেহেতু Р(х,, y.) এবং (Xa, у,) বৃত্তের উপর অবস্থিত 
ee X, +y, +2gx, +2fy,+c= 0 © (ii) 
Xa +y, ° +2gx,+2fy, c-0 © (iii) 
বা, (x1”— x4?) +(y,? У") + 2g(x, — х.) + 26у, –у,)=0 
বাঃ (x,-x, xi xa 28) +(у, — 0. +y, +2f) -0 
বা, (У,—у»)(х, y. +2f)= (x, —Х)(х, + Xa + 2g) 
Уу-у» _ _ Xi + X +2g 
X*xu-Xs  у,+у„+2/ 


(i) হইতে পাই, ( PQ- «x সমীকরণ ) 


.. 


ИЕ у ДУ: = CER 
У-у: у‹+у4+ 2] х х) (iv) 
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এখানে РО হইল বৃত্তের একটি জ্যা। এই জ্যা РО, P বিন্দুতে বৃত্তের 
স্পর্শক হইবে vf Q বিন্দু P বিন্দুর উপর সমাপতিত হয়, অর্থাৎ যদি x, = х, 
Ys =): হয়। 
ў P(x,, y1) বিন্দুতে স্পর্শকের মমীকরণ হইবে 


২1122055758) 
T 2(у. +f) 


বা, O-»001*f)7 —(х, *g(x-x) 

বা, у. tyf-yi* yif o — xx, x," -gx-- gx, 

বাঃ Хх, +уу,+ах+]у=х,*+у,%#+х, + fy; 

বা, xx, T+). tgx+fy=x +y  2gx. + 295 +c gx, 
-fu-c 


(x—x,) 


বা, хх, +Y, +gX+fy= —gx, —fy,—c 
যেহেতু X," ys? + 28x, +2fy, + 0-0 

qb. хх, Xyi t8(X+x,)+f0y+y)+e=0 

ইহাই হইল x? dy’ +2gx+2fy+c=0 বৃত্তের 40১75) বিন্দুতে 
স্পর্শকের সমীকরণ। 

অন্ত প্রণালী 2 

মনে কর, বৃততটির কেন্দ্র হইল C এবং বৃত্তের উপরিস্থিত বিন্দু হইল P(y, y.) | 

x° у? *2gx * 2fy + c=0 ৰৃত্তের Ст স্থানাঙ্ক (-8, —/)| 

C বিন্দুর স্থানাঙ্ক (—8, —f) 


I CP রেখার সমীকরণ yy, - А) 7741 
1+8 


আবার Р(х,, y.) বিন্দুগামী যে-কোন মরলরেখার সমীকরণ 
y-y,-m(x-x,) ** (ii) 
এই রেখাটি СР-ҷя উপর 99 হইবে যদি m xni. 2e 
Cus mm--1) 
x: +g 
অর্থাৎ ыр осу], 
৮, বৃত্তের Pixa y.) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ হইবে 
x +g 
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বা, 0 YY: +f)= 7057 gx-x) 
বা, XXa ууа yf r gx=xi +y + 28Х, +2/у,+с—8Ху 
চা) e 
বা, хх. жуу. УГ *8x— -gxi +y e 
( যেহেতু x ° +y, +2ях,+2/у,+с=0) 

বা, xui +yf+gx= -8%575-5 

хха жуу 4804 xX) ОУУ) +с=0 

ইহা হইল x° +y" +28х+2ју+с=0 বৃত্তের Р(Х, yi বিন্দুতে 
স্পর্শকের সমীকরণ। 

মন্তব্য ? 71, Va) বিন্দুতে যে-কোন বৃত্তের স্পর্শকের সমীকরণ পাওয়া 
যাইবে যদি ৮১-এর স্থলে хх, )-এর স্থলে yy, এবং 2%-এর স্থলে (x + х1), 
2)-এর স্থলে (у yai) AN যায়। 

418. x'-y'-a* বৃত্তের P(xo yi) বিন্দুতে অভিলন্দের 
(Normal) সমীকরণ নির্ণয় (To find the equation of the normal 
at any point Р(х, Ул) of the circle x" + y* =a"): 

আমরা জানি, Р(х,у) স্পর্শবিন্গামী ব্যাসার্ধ স্পর্শকের উপর ЯМ | 
Pixa, y.) বিন্দুগামী ব্যাসার্ধ হইল অভিলন্ব | 

এখানে বৃত্তের কেন্দ্র 0 হইল যুলবিন্দু। 

0(0, 0) এবং Р(х,, Уз) বিন্দুগামী সরলরেখার সমীকরণ হইল 


yi-0 - „1% 
y-0 узбе 0) বা, y x. 9 


c. অভিলঙ্থের সমীকরণ হইল xj. Xay 7 0. 
অন্য প্রণালী š 
Р(х, ул) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ হইল xx, +уу‹=@° 


х,а 1 
= 15+ ( 
1, y ГА » i) 


এই সরলরেখার প্রবণতা হইল 22 
1 


আবার P(x,, y.) АТО যে-কোন সরলরেখার সমীকরণ হুইল 
у-у,=т(х-х) — "7 (ii) 
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এই দুইটি সরলরেখা পরস্পর аҹ হইবে যদি т(-® = টয় 


অর্থাৎ যদি m=% হয়। 
X; 
(ii) নং সমীকরণ হইতে পাই, 
y-n- 255) 
বা, ху х,у, =ух- х1, 
বা, ху, — х,у =0 
ইহাই হইল fatu অভিলম্বের সমীকরণ | 
414. ৬7887217০09 বৃত্তের Р(х,,у,) বিন্দুতে 
অভিলন্দের সমীকরণ নির্ণয় (To find the equation of normal 
at any point Р(х, y.) of the circle x° +y? + 2gx + 2/у+с=0): 
P(x,,yi) স্পর্শ বিন্দুগামী алт স্পর্শকের উপর aw) আমরা জানি, 
х? + y! +2gx+ 2fy + c = 0 বৃত্তের কেন্দ্র (- 8, —/)| 
(8, —f) এবং Pixi уз) বিনুগামী সরলরেখার সমীকরণ হইল 


yitf 21 
PTS xi) 


বা, (у—у,)(Х,+8)= (y, +f)(x—x.) 
< নির্ণেয় অভিলম্বের সমীকরণ হইল 
x(y, +J) – у(х, +g)— fx, +8у, = 0. 
অন্য প্রণালী : 


P(x,, y,) বিন্দুগামী স্পর্শকের সমীকরণ 
хх yy (х + xi) +/(у+у,)+с=0 


Б Аил hi 


a -Xi tg ,_8Xi + fy, +e ied 

q > Ji «f^ y: +f G) 
এই সরলরেখার প্রবণতা হইল – 258 
৮১ yif 


Р(х,, y.) বিন্দুগাষী যে-কোন সরলরেখার সমীকরণ 
y-yi-m(x-x,) ^ (ii) 
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এই দুইটি সরলরেখা পরস্পর ач হইবে যদি 
ARTEL na — x 53 
xam 1 হয় (S omm. 1) 
অর্থাৎ ай m= 2: Í 


Xi +g S 


(ii) নং সমীকরণ হইতে পাই, у-у. (x- x) 
বা, х(у. +f)- yx +8) х + gy: =0 
c. নির্ণয় অভিলম্বের সমীকরণ হইল 
жу, +f)- y(x, +8) -fxi + 89170. 
хаа}: এই সমীকরণ হইতে দেখা যায় অভিলদ্বের সমীকরণটি কেন্দ্রের 
স্থানাঙ্ক (- ৪, —/) দ্বার! সিদ্ধ হয়। অতএব অভিলম্বটি বৃত্তের কেন্দ্রগামী। 


415. স্পর্শকের স্পর্শবিন্দু নির্ণয় (To find the Co-ordinates 


of the point of contact when у=тх+с fouches the circle 
x+y’ =a’): 

মনে কর, Р(х, у) АВ হইল 'পর্শবিন্দু। 

2. স্পর্শকের সমীকরণ হইল xx, + yy | = a° 


x3 gt š 
= — x + — — 
Num ety (i) 


(i) নং সমীকরণকে у= mx + c সমীকরণের সহিত gaa করিয়! পাই, 
з 


X; p 
Jı 


m=- =, 
y 

` a° а —a*'m 
.. ет" Nim — My, = =т= k. 5 vs 


св স্থানাঙ্ক (- 57s 7) 


আবার যেহেতু c-avitm* 
p. тти স্থানাঙ্ক নিয়্লিখিতৃভাবে ও লেখ! যায়, 


Е Ян" Ят m* ). 
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4.16. স্পর্শবিন্দুদ্বয়গাঁমী জ্যা (Chord of Contact) : 

বৃত্তের বহিঃস্থ কোন বিন্দু হইতে যে দুইটি স্পর্শক অঙ্কন করা যায় তাহাদের 
সপর্শবিন্দু দুইটিকে যোগ করিলে যে সরলরেখা পাওয়া যায় তাহাকে স্পর্শ- 
বিন্দুদ্ধয়গামী 971 «1 Chord of Contact বলে। 

4.17. স্পর্শবিন্দদ্য়গামী জ্যা-এর সমীকরণ নির্ণয় (To find the 
equation of the chord of contact) : 

x! +y? =a? বৃত্তের Р(х, yi) এবং О(Х„, Уз) বিন্বুগামী স্পর্শক দুইটির 
সমীকরণ হইল ; 


xx, +yy =a" д (i) 
xx, +yy | = a° eso (i) 


чїй এই স্পর্শক দুইটি (x, 9) বিন্দু দিয়! যায় তাহা হইলে 
এ S EUM 
хаа +y Ух zh হইবে I 
XXgtJJs =a 
ইহা হইতে বুঝা যাইতেছে যে XX *yy = a° 
মরলরেখাটি (x, уз) ও (৮ ya) এই দুইটি স্পর্শ বিন্দু бп যায়। 
. (х,у) বিন্দুর Chord of Contact হইল xx +yy =a". 
4.18. স্পর্শকের দৈর্ঘ্য নির্ণয় (To find the lengh of the 
tangent from an external point (x4, ул) to the circles) : 
0 
(ii) x*+y°+ 28১42 +c = 0 
P 


+ 
(X,Y) 


Fig. 40 


মনে কর, 7(%:, у) বিন্দু হইতে বৃত্তের P বিন্দুতে PTs) C বিন্দু 
হইল বৃতের cal CP এবং CT ঘোগ কর। 
6 
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Z СРТ হইল এক эң) | | 
CT'-CP* -PT* বা, PT?-CT* — СР? 
(i) x*--y?-a* বুত্তে C বিন্দুর স্থানাঙ্ক হইল (0, 0) 
CT? =x,”  y,*, CP* - a 
. РТ? = CT? — СР? 
"^ PT?-x,*-y,*-a* : 
‚ (me =x," +y, a’ "^ (ii) 
ái) x* e y? + 2gx 4 2fy + с=0 
এই বৃত্তে C বিন্দুর স্থানাঙ্ক (—g, —f) এবং ব্যাসার্ধ СР= vg? f —c 
PT' = CT? - CP' = (x, +g) ° - ty, + f)? gt +f — c) 
PT” =x,” +y,’ *2gx, +2fy, +с--: 
(тев) = x, ° - y, + 28x, + 2fy,- c i (iv) 
(iii) ও (iv) হইতে দেখা যাইতেছে যে, যদি рач সমীকরণকে এমনভাবে 
সাজানো যায় যে X -AA সহগ = D এবং /*-এর সহগ =! এবং ডানপক্ষ 0 হয় 
তাহা হইলে বৃত্তের সমীকরণের বামদিকে ৮-এর স্থলে %.১-এর স্থলে у, লিখিলে 
(xo y) বিন্দু হইতে বৃত্তের কোন বিন্দুতে fpe স্পর্শকের দৈর্ণ্যের বর্গ 
পাওয়া যাইবে। 


419. বৃত্তের কোন জ্যা-এর মধ্যবিন্দুর স্থানাঙ্ক দেওয়া থাকিলে 
জ্যা-এর সমীকরণ নির্ণয় 


ENSE 
Fig. 41 
G) মনে কর, x'«y'-a* чи О বিন্দু হইল কেন্ত্র। О বিন্দুর 
স্থানাঙ্ক (0, 0)| А8 জ্যা-এর P(x,,y,) বিন্দু হইল মধ্যবিন্দ। OP যোগ 
কর। 448-এর উপর P বিন্দুতে OP লঙ্গ। 


OP-«3 সমীকরণ 
y-0-i- 0-0) EL D 
x,—0 
Ji 
বাঃ уыл 
P(x,, y.) বিন্দুগামী যে কোন মরলরেখার সমীকরণ হইল 
у-у. =т(х- x) "Y^ (2) 


এই দুইটি সরলরেখা яч হইবে যদি ॥ ২%! = -1 হয় 
অর্থাৎ যদি m = হয়। 
(2) হইতে পাই, у-у, = ухх) 


নির্ণেয় সমীকরণ (х—х,)х, + (y y): = 0. 
(i) x°+y*+2gx+2fy+c=0 বৃত্তের  C(—g,-f) বিন্দু হইল 
сеш! P বিন্দু হইল :48-এর মধাবিন্দু এবং উহার স্থানাঙ্ক মনে কর (X1, yi) | 


Р বিন্দুতে CP ач | 


d UE е 


Fig. 42 
Jı +f - ... 
CP-43 সমীকরণ у-у, n ud X1) (1) 
Px,, y.) ЧИТА) যে-কোন সরলরেখার সমীকরণ 
у—у,=т(х-х\у) © (2) 


'যেহেতু CP এবং АВ পরস্পর 99 S, тх 


-tg 


ইস পন; 
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(2) নং সমীকরণ হইতে 4B-এর সমীকরণ হইল 
X, + 
УУ: ১৮ 
-. AB জ্যা-এর নির্ণেয় সমীকরণ 
= (х— х)(Х‹ +8) + W- +/)=0. 
উদ্দাহুরণ 1. একটি বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার কেন্দ্র হইল মূলবিন্দু 
এবং 47114 6 1 
আমর! জানি, যে বৃত্তের css (0, 0) এবং ব্যাসার্ধ 6 তাহার সমীকরণ 
х? +у?=а? 
এখানে а=6, v. নিৰ্ণেয় সমীকরণ x° y^ = 36. 
উদাহরণ 2. একটি বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার ব্যাসার্ধ 4 এবং 
কেন্দ্র (-1,2)। 
আমর! জানি, বৃত্তের কেন্দ্র (॥, k) এবং ব্যাসার্ধ а হইলে বৃত্তের সমীকরণ হয় 
(х= №? +(y—k)° = a° 
এখানে k= -1, k=2, a=4 
নির্ণেয় সমীকরণ (х+1)#+(у—2)#=16 
ql x*-c-y?-2x—4y—11-0. 
উদাহরণ 3. একটি বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার ব্যাসার্ধ va?—b" 
এবং কেন্দ্র (—a, —b) | 
মনে কর, বৃত্তের সমীকরণ (x — h)° + (y —k)° = a° 
এখানে h- —a, ke —b, ব্যাসার্ধ va" —b° 
co নির্ণয় সমীকরণ (xa)? - (y +b)’ =a? -b* 
ql x'-y'-«2ax- 2) + 2b* =0. 
উদ্দাহরণ 4. যে বৃত্তের সমীকরণ x" y^ — 6x+ 14y + 33 70 তাহার 
কেন্দ্র ও ব্যাসার্ধ নির্ণয় কর। 
х? +у° —6х+ 14у + 33=0 
বা, х*—2.3х+3%—3°+у*+2Лу+7*—7°+33-0 
বা, (х3) +(у +7) =49 +9 — 33 
বা, (x-3) + (у +7) =5° 
. বৃত্তের কেন্দ্র হইল (3, —7) এবং ব্যাসার্ধ 7. 


অন্য প্রণালী 2 
х? +у*—6х+ 14y+33=0 
বা, х2+у2+2.(— 3)х+ 2.7у 433-0 
এখানে go —3, f=7, с=33 
* বৃত্তের কেন্দ্র হইল (—g, f) অর্থাৎ (3, —7) এবং 
ব্যাসার্ধ Vg +f с /9+49—33= J58—33= /25=5. 
উদ্দীহরণ 5. একটি বৃত্তের কেন্দ্র (3, 2), এবং ইহা (7, 5) Ачи; 
ইহার সমীকরণ নির্ণয় কর | 
যেহেতু বৃত্তের কেন্দ্র (3, 2), অতএব বৃত্তের সমীকরণ হইবে 
(x —3)2 + (y - 2) =а?, যেখানে а হইল 4717141 
qË (7, 5) বিন্দুগামী বলিয়া (-3?*4(5-2*-a* 
বা, 1649-a* ~. a-5 
*. বৃত্ের নির্ণেয় সমীকরণ (x-3) + (у -2)* =25 
বা, x'-y?-6x-4y-12-0. 
উদদীহরণ 6. AG, 2, B(3, 2), CO, 4) বিন্দতরয়গামী বৃত্তের সমীকরণ 
“নির্ণয় কর। 
মনে কর, বৃত্তের সমীকরণ x° + y* + 2gx + 2fy +c =0 
сих a (1, 2), (3, 2), (3, 4) বিন্দত্রয়গামী 


1+4+2g.1+2f.2+c=0 210 
9+4+6g+4f+c=0 ы ОЗА) 
9+16+6g+8f+c=0 .. (ii) 
বা, 2g+4f+c=-5 ce (iv) 
6g+4f+c= -13 as (v) 
6g 8f с= – 25 . (vi) 
(iv)-(), —4g=8 2. @=-—2 


()-(i), —4/-12 ~» /=—3 
(іу) হইতে পাই, 2х(—2)+4х(—3)+с=—5 
বা, —4-12+с=-5 
বা, c= –5+16= 11 ve 
A. বৃত্তের নির্ণেষ সমীকরণ xi y? —4х-6бу+11=0. 


86 স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


উদাহরণ 7. AG, 3) ও B(0, — 1) বিন্দু দুইটির সংযোজক সরলরেখা। 
খে বৃত্তের ব্যাস তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর | 

(x, уу) এবং (хь, y.) বিন্দুদ্ধয়ের সংযোজক সরলরেখ। যে বৃত্তের ব্যাস 
‚ তাহার সমীকরণ হইল (х x)(x- xa) + (/--২)(/-7০)-0 ~ (1) 

এখানে х,=2, x, =0, у,=3, у„=—1 

no (1) নং সমীকরণ হইতে পাই, 

(x-2)(x—0)-(y-3Y(y +1) =0 

বা, x'-y*—2x—-2y-3-0 ইহাই হইল নিৰ্ণেয় সমীকরণ। 

উদাহরণ 8. (1,1) ও (2, -3) বিন্দুগামী যে বৃত্তের কেন্দ্র 3x- y 7 
=0 সরলরেখার উপর অবস্থিত তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর। 

মনে কর, বৃত্তের সমীকরণ x°+y'+2gx+2fy+c=0 эм (i) 

এই বৃত্তের কেন্দ্র হইল (—g, —f) 

যেহেতু বৃত্তটি (1, 1) ও (2, — 1) বিন্দুগামী 


`. 1+1+2@+2/+с=0 rss (i) 
4+14+4g-2f+c=0 ^ (iii) 
(1) হইতে পাই, 2g+2f+c=-2 — (iv) 
(iii) হইতে পাই, 4g—2f+ c= —5 ০০ (у) 
যেহেতু বৃত্তের কেন্দ্র (- g, —f), 3x -y — 7 =0 সরলরেখার উপর অবস্থিত 
—3е+/—7=0 see (vi) 
এখন 2g+2f+c=-2 ee (iv) 
4g—-2ftc--5 vv, CR) 
—3g+f- 7T=0 ... (vi) 
(iv) এবং (v) নং সমীকরণ ছুইটিকে যোগ করিলে আমরা পাই, 
6g+2c= -7 .. (vii) 
(iv) হইতে (v) বিয়োগ করিয়! পাই, 
-2g44f-3 .. (viii) 


(vi-a 4 দ্বার! গুণ করিয়া এবং উহা হইতে (viii) বিয়োগ করিলে পাই» 
-10g-25  .. g--$ 
এবং (vii) হইতে পাই, 2c- -7-6g- —7-6.5-8 
`. ০০০4, 


* m বিবি কা 


мал MÀMÁ— o “pills ° 
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(vi) হইতে পাই, f=7+3g=7+3x(—Ü) 
E d CAS: 
2 2 

* fafa সমীকরণ **+)*-5x-)y+4=0. 

উদ্দাহরণ 9. একটি বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহা! %-অক্ষকে (4, 0) 
বিন্দুতে এবং )-অক্ষকে (0, 4) বিন্দুতে ছেদ করে | 

এখানে দেখা যাইতেছে যে, বৃত্তটি প্রথম পাঁদে অবস্থিত এবং উহার কেন্দ্র 
(4, 4) এরং ব্যাসার্ধ 4; 

c. বৃত্তের নির্ণেয় সমীকরণ (x—4) 4 (y —4)* =16 

বা, х®+у*—8х—8у+16=0. 


উদাহরণ 10. (4,2) বিন্দুগামী যে 480 х®+у*—4х+6бу+8=0 
বৃত্তের সহিত এককেন্দ্রীয় তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর। 
৮০ +১৯-4+6)+8-0 বৃত্তের সমকেন্দ্রিক বৃত্তের সমীকরণ হইল 
x" +у*-4х+бу+с=0, যেহেতু বৃত্তটি (4, 2) বিন্দুগামী ; 
16+4—16+12+с=0 বা, с=—16 
©. Бб সমীকরণ х°+у*—4х+6бу—16=0. 
উদাহরণ 11. নিম্নলিখিত বৃত্তের enne বিন্দুতে স্পর্শক ও অভিলম্বের 
সমীকরণ নির্ণয় কর £ š 
$ (i) x+y? =25 বৃত্তের (1; —2) বিন্দুতে ; 
(i) x° +y°+2x—6y-—15=0 বৃত্তের (2, — 1) বিন্দুতে ; 
(ii) x*-y?—4x—6y -11-0 বৃত্তের (3, 2) aare I 
G) x°+y*=25 বৃত্তের (1, —2) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 
х.1+у.(—2)=25 [ ষেহেতু хх, +уу,=а* | 
বা, x-2»-225; 
আবার (1, — 2) বিন্দুতে অভিলম্থের সমীকরণ 
xx —2—y.1=0 4, y+2x=0 [`' ху,-ух,=0] 
(ü) x*-y*42x*2(-3)-15-0 বৃত্তের (2, -1) বিন্দুতে 
স্পর্শকের সমীকরণ xx, +); +8(x+ x) +f +y) +e =0 
বা, ৮%.2+)(-1)+ 1.0+2)+(-3)-1)-15-0 


N 
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বা, 2%-)+৮+2-3)+3-15-09 
বা, 3x—4y-10=0. 
(2, —1) বিন্দুতে অভিলম্থের সমীকরণ 
x(y, +f) убх, +g) * gri -fx1-0 
а, җ—1+(—3)}—у(2+1)+1.(—1)—(—3).2=0 
বা, —4x-3y-1-46-0 
বা, 4х+3у +5 =0. 
(iii) x*-y*-2(-2x42(-3y 11-0 বৃত্তের (3, 2) বিন্দুতে 


স্পর্শকের সমীকরণ, xx, +); +8(x+ x) + f(y +y,)+c=0 


а, х.3+у.2+(—2)(х+3)+(—3)(у+2)+11=0 
বাঃ 3x+2y-2x—6-3y-6+11=0 
বা, х-у—1=0 
আবার (3, 2) বিন্দুতে অভিলম্থের সমীকরণ 
2005 +7) у(х. +8) 7805 —fx =0 
বা, x(2—-3)-»(3-2)*(-2)2—(-3).3-0 
বা, —x—y—4+9=0 
4, х+у—5=0. 
অন্য প্রণালীতে অভিলন্দের সমীকরণ নির্ণয় : 


স্পর্শকের সমীকরণ х—-у—1=0 হইতে স্পর্শকের gradient (m,) = 1 
[4 y-2x-1] 

(3, 2) বিন্দুগামী যে-কোন সরলরেখার সমীকরণ y-2-m(x-3) ...(i) 

আমরা জানি, স্পর্শকের gradient (m,) х অভিলম্থের gradient (m) = — 1 


m,xm--l 


m-2-—--.--1 


m, 
(i) নং সমীকরণ হইতে অভিলঙ্থের সমীকরণ পাই, 
y-2-2 -Yx-3) TX xty-5. 
উদাহরণ 12. প্রমাণ কর у=х+су2 সরলরেখা **+)*=-০* 


тер স্পর্শ FTA | 
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এখন ১-:+০%2 হইতে )-এর মান x° + y" = c° সমীকরণে বদাইয়া 
পাই, ০+(৮+০ +%2)-০৯ 

বা) ১৪7 (8৫ + 225 +2 /2.х.су—с°%=0 ` 

বা, 2х#+2с*+2 J2.x.c- c*- 0 


2 
বা, x*4 y2x.c 5 0 


বা, x42 Lerh) =o 


аи dip a at 
xp Tg f y 
এখন xaa মানগুলি y = x + с v2 তে বাইয়া পাই, 


у=х+су2 
—с+2с_ € 


[4 
বাঃ puce Me TT WA 
এবং у-х+е 2= —-уу*с v2- 42 
tes দেখা যাইতেছে যে, সরলরেখাটি есе যে দুইটি বিন্দুতে ছেদ করিবে 
৫ с 
উহারা সমাপতিত বিন্দু (— 5. 03) 
„ yexecA2 mmm» x’ +y =c? বৃত্তের একটি স্পর্শক এবং 
৫ ৫ 
স্পর্শবিন্দুর স্থানাঙ্ক (5. 5) 
অন্য প্রণালী : х*+у*—с°* {аба cam (0, 0) এবং ব্যাসার্ধ с. 
(0, 0) বিন্দু হইতে x-y +c /2=0 এর লম্বদূরত্ব 
০-০+০ /2 су2_ 
UI” 4 c যাহা বুত্তটির ব্যাসার্ধের ATA | 
S y=x+c V2 সরলরেথাটি বৃত্তটিকে স্পর্শ করে। 
এখন Y= *+ ৫/2 agx’ +y =c কে সমাধান করিলে স্পর্শবিন্দুর 


== (Sy 53) nnt 
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উদ্দাহরণ 13. x?-'-9 বৃত্তের যে স্পর্শক দুইটি 3x+4y=0 
সরলরেখার সমান্তরাল তাহাদের সমীকরণ নির্ণয় কর। 

আমরা জানি, y-mxtavi-m* সর্বদাই x'«y'-a* тат 
স্পর্শ করে। 

এখানে a=3, m= – 3 (°` 3x+4y=0, 2. у=—-%х) 

নির্ণেয় স্পর্শকের সমীকরণ 

y=-—jx+3 %1 +, ( эртат 3x-- dy =0 সরলরেখার 

সমান্তরাল, অতএব m= m.) 


3. 
বা, у= -pt4 বা, 4y = --3x+15. 


*. স্পর্শক দুইটির সমীকরণ হইল 3x+4y 015 =0 এবং 3x+4y - 15 = 0. 
অন্য প্রণালী : যেহেতু স্পর্শকগুলি 3x + 4) = 0 সরলরেখার সমান্তরাল» 
অতএব 3x--4y =0 সরলরেখার সমান্তরাল সরলরেখার সমীকরণ 
3х+4у+К=0 
বা, х= -»-5 
X-48 মান x° +y —9 সমীকরণে বসাইয়া পাই, 
29 
(5-9 +৮-5 
বা, 8৮*+-+8০+১*-9-০ 
বা, 25y° + 8ky +k°—81=0 
এখন যদি 3x + Ay + k=0 স্পর্শক হয় তাহা হইলে এই দ্বিাত সমীকরণের 
বীজদ্বয় সমান হইবে। 
64k? —4.25(k? —81) - 0 
বা, 64k? — 100k° + 8100 20 
বা, —36k? = —8100 
2. к 990 
s к= +39 = +15 
স্পর্শক দুইটির সমীকরণ হইল 3x+4y + 15 =0 
এবং 3x+ y—15=0. ` 


Er] 9r 
উদাহরণ 14. x'-y'-9 বৃত্তের যে স্পর্শকছয় 4x+3y+5= 0 
সরলরেখার উপর ач তাহাদের সমীকরণ নির্ণয় কর | 
4х+3у+5 = 0-99 সহিত west অবস্থিত যে-কোন সরলরেখার; 
সমীকরণ 3x —4y +k -0 
х? +y’ =9 বৃত্তটির কেন্দ্র হইল (0, 0) এবং ব্যাসার্ধ =3 
3%- 4) +K=0 সরলরেখাটি x° -y? =9 বৃত্তের স্পর্শক হইবে যঢি- 
(0, 0) হইতে সরলরেখাটির দূরত্ব +3 হয় অর্থাৎ যদি 


3.0—4.0+k 
= =+3 .. k+=15 
/9+16 £ E 


নির্ণেয় সমীকরণ 3x—4y + 15=0 এবং 3x — 4y — 15 =0. 
অন্য প্রণালী ? 4х+3у+5=0 সরলরেখার উপর яч এইরূপ 
সরলরেখার সমীকরণ 3x—4y+k=0 
„46 
৬ А & 
x-aq মান x° + y? =9-এ বসাইয়া পাই, 


9-3-9 


বা, 25y? — Sky +k? —81 =0 CE 

এখন যদি 3x—4y--k-0 বৃত্তের স্পর্শক হয় তাহা হইলে এই faae 
সমীকরণ (1)-এর বীজদ্বয় সমান হইবে, 

* "64k*-4.25(k* —81)-0 — 41,. К° 7399 

. k=+30= +15. 


নির্ণেয় সমীকরণ 3x —4y 415 - 0. 

উদ্দাহরণ 15. প্রমাণ কর x +y'+2ax+ c? =0 এবং x° +y 
+ 2by + e° = 0 {єчї পরস্পরকে স্পর্শ করিলে hth- Ди 

x* +y? +2ах+с°=0 LJ 

বা, (x-a)*-- y? -( Va*—c*)* 

(i) নং বৃত্তের কেন্দ্র (- a, 0), ব্যাসার্ধ vas — c° 

x’ +y’ +2by+c°=0 EM (ii) 

বা, x* + (y +b)? -(Vb* сз)? 
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(ü) নং বৃত্তের কেন্দ্র (0, _%), ব্যাসার্থ JE যেহেতু দুইটি বৃত্ত 
পরস্পরকে স্পর্শ করে। অতএব Cem দুইটির vau বৃত্ত দুইটির ব্যাসার্ধের 
‘যোগফল а] বিয়োগফল | x 

_ এখন কেন্দ্র দুইটির দূরত্ব = Уаз + b° 

ব্যাসার্ধ দুইটির যোগফল = Va! c? + /Б#—с* 

ге দুইটি পরস্পরকে স্পর্শ করিবে যদি 

Va? x ph „а? ci МБ с? হয় 

বা, a? +2 - a? — c? + c? +2 v(a - c* (b° с?) 

বা, 2c? = 2 Уд? — c*(a? + b?) + c* 

বা, c* —a?b? — c*(a? - b?) + c* 

বা, c*(a? + b?) =a°b° 

"tpe 

উদাহরণ 16. (4, —3) বিন্দু হইতে х? +у?+2х-4х+4=0 
EAE স্পর্শকের দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 

(4,—3) বিন্দু হইতে x° +y" + 2x—4x+4=0 বৃত্তের স্পর্শক PT হইলে 

РТ? =16+9+8+12+4 


=37+12=49 
гї РГ-7 | 
s স্গর্শকের দৈর্ঘ্য ৮7. 


উদাহরণ 17. :+)-7-0 সরলরেখা х°*+у°*+8х+6у—75 =0 

gere দুইটি বিন্দুতে ছেদ করিলে যে দ্য! উৎপন্ন হয তাহার দৈর্ঘা নির্ণয় কর । 

х+у-71=0 এবং х? «y! + 8 + 6у – 75-0 এই দুইটি সমীকরণকে 
সমাধান করিলে ছেদবিন্দু দুইটির স্থানাঙ্ক হইবে (2, 5) এবং (4,3) 1 
জা-এর দৈর্ঘ্য. /(2-4)*+ (5 — 3)° = V৪=2 V2. 


га : 93. 
প্রশ্নমালা + 

এমন বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার 

1. কেন্দ্র (0, 0) এবং ব্যাসার্ধ -3 

কেন্দ্র (2, 4) এবং ব্যাসার্ধ = vól 

কেন্দ্র (2, 3) এবং ব্যাসার্ধ = 5 

কেন্দ্র (3, —7) এবং ব্যাসার্ধ =5 

কেন্দ্র (0, 0) এবং ব্যাসার্ঘ-2 v3 

কেন্দ্র (- 1, —2) এবং ব্যাসার্ধ! 


cam (3, -£) এবং ব্যাসার্ধ 5.2 


8. сен (2, 3) এবং 480 (5, 7) AUR 
9. কেন্দ্র (g, —f) এবং ব্যাসার্ধ vf? xg? 


ADEM o m 


:) এবং ব্যাসার্ধ = 


€ 
0. ач (7, iem 
কেন্দ্র (1, 1) এবং ব্যাসার্ধ -1. 
12. একটি বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার ব্যাস হইল 4(0, _1) এবং 
B(2, 3) বিন্দুদ্ধয়ের সংযোজক সরলরেখা | 
13. একটি বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার কেন্দ্র (5, 7) এবং বৃত্তটি- 
2х-у=1 ও 3x—4y + 6 =0 সরলরেখাদ্য়ের ছেদবিন্দুগামী। 
নিম্নলিখিত বৃত্তগুলির কেন্দ্র ও ব্যাসার্ধ নির্ণয় কর : 
14. x'-y'-6x—4y-3-20 
- 15. x*-10x4y*-12x—39-0 
16. х? +у° +8х+ 10y +29=0 
17. х жу? +6х—4у+7=0 
18. x° +у° ~ 2ах + Љу -2ab-0 
19. х°+у° + 2а0х+ 25у+ 26° =0 
বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহা নিম্নলিখিত বিন্দুগুলি দিয়া ata : 
20. (1, 2), (3, —4), (5, -6) 21. (2, — 1), (2, 3), (4, - 1» 
22. (0,1, (2, -1, (3,2 23. (0,1) (1, 0), (2, 1) 
24. (0, 1), (3, 0) এবং (0, 6) 
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বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর : 

25. যাহার কেন্দ্র (2, 3) এবং 490 (3, — 2) বিন্দুগামী। 

26. যখন 8 (4, 2), (—6, —2) বিন্দুদ্ধয়গামী এবং কেন্দ্র )-অক্ষের 
"উপর অবস্থিত। 

27. যাহার কেন্দ্র (—1, —5) এবং বৃত্বটি xina স্পর্শ করে। 

28. (i) যখন {ей (0, —3) (4, 0) বিন্দুদ্বয়গামী এবং কেন্দ্র 
х+2у=0 সরলরেখাঁর উপর অবস্থিত। 

(ii) যখন gaf (1, —2) এবং (4, —3) বিন্দু্ধয়গামী এবং বৃত্তের стн 
3х+4у—7= (у সরলরেখার উপর অবস্থিত 

29. (i) দেখাও যে (16, 1), (16, 3), (14, 7), (2, 3) বিন্দু চারিটি 
“একই 957 (concyclic) | 

(ü) দেখাও যে (0, 0), (1, 1), (5, —5), (6, —4) বিন্দু চারিটি একই 
বৃত্বস্থ এবং এ বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর। 

30. প্রমাণ কর যে х°+у*%—1, х? +y*+6x-2)-!1=0 এবং 
X'xy'-l2x-4y-1-0 বৃত্তগুলির কেন্দ্র তিনটি একটি সরলরেখার 
উপর অবস্থিত। 

31. ANAFI? + y* —4x e 2y = 0, x* e y* —6x-4y 44 —0, 
X! y! - 8x — 10y € 25-0 বৃত্বগুলির কেন্দ্র তিনটি সমরেখ (collinear) | 

32. প্রমাণ কর যে x° -y'-12x-6y—4-0 এবং х? +y? 12x 
+2у +28 =0 বৃত্ত দুইটি পরস্পরকে internally স্পর্শ করে। 

33. এমন একটি বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহা! х'+у*—8х+10у 
+5=0 gaa সমকেন্দরিক এবং (3, 2) বিন্দুগামী à 

34. দেখাও যে х®+у*—2х—2у—-2=—0 এবং x* y? — 10x 4y 
* 20-0 4а দুইটি পরস্পরকে externally স্পর্শ করে। 

35. প্রমাণ কর যে x" +y"'—2x+4y=0 এবং x! y*-10x--20 
=0 qu দুইটি পরস্পরকে externally স্পর্শ করে। 

36. ABCD একটি afra এবং বাহুর দৈর্ঘ্য а) AB. х-ы এবং 
-AD-cs )-অক্ষ ধরিয়া এবং А, B, C, D বিন্দু চারিটি দিয়! যে বৃত্ত অঙ্কন করা 
যায় (circumcircle) দেখাও যে তাহার সমীকরণ x? + y? = а(х+ у) | 
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37. এমন একটি বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহা (4, - 1) ও (3, 6) 
বিন্দুদয়গামী এবং কেন্দ্র )-অক্ষের উপর অবস্থিত। 

38. যে বৃত্তের ব্যাস হইল (4, 3) ও (12,-1) Rama সংযোজক 
সরলরেখা সেই বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর। 

39. এমন একটি বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহা যুলবিন্দুগামী এবং gaf 
য-অক্ষের ধনাত্মক দিক হইতে 6 একক এবং )-অক্ষের ধনাত্মক দিক হইতে 
8 একক কাটিয়া লয়। 

40. প্রমাণ কর যে ৮*+)১-2%+6)+1-0, x*«y*-4x—12y 
—9-0, x*-y*—16-0 বৃত্তগুলির কেন্দ্র তিনটি একটি সরলরেখার 
উপর অবস্থিত। 

41. এমন একটি বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহ! যুলবিন্দুগামী এবং 
3x+4y=12 মরলরেখা এ-অক্ষ এবং )-অক্ষকে যে বিন্দু ছুইটিতে ছেদ করে 
সেই বিন্দু দুইটি দিয়] যায়। 

42. একটি বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহা (0, 4) বিন্দুগামী এবং 
-অক্ষকে (2, 0) বিন্দুতে স্পর্শ করে। 

43. একটি বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহা মূলবিন্দু হইতে хоча 
5 একক দূরত্বে এবং )-অক্ষকে 5 একক দূরত্বে স্পর্শ করে। 

44. প্রমাণ কর যে x'ty'-l, x*+y*+28x+2y-1=0, 
х?*+у*—12х+4у—1=0 বৃত্গুলির কেন্দ্র তিনটি একটি সরলরেখার উপর 
অবস্থিত হইবে যদি g-- 3f — 0 হয়। | 

45. প্রমাণ কর যে x'*y'-l, х*+у*—2х-6у-6=0, 
x'4y*'—4x-12y -9 -0 বৃত্বগুলির ব্যাসার্ধ তিনটি সমাস্তর сау | 

46. প্রমাণ কর যে x° +y'—-4x+6y+8=0 এবং +2-102% 
—6y+14=0 বৃত্ত দুইটি (3, — 1) বিন্দুতে পরস্পরকে স্পর্শ করে। 

47. এমন একটি বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহা х°+у*+}х—3у 


+1=0 বৃত্তের সমকেন্দ্রিক এবং ব্যাসার্ধ 5. 


48. একটি বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার কেন্দ্র (2, 3) এবং উহা 
x"! y'*2x42y—5-—0 বৃত্তের কেন্দ্রের মধ্য দিয়! যায়। 


96 স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


49. একটি বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার কেন্দ্র ৮-4/+7-0, 
সরলরেখার উপর অবস্থিত এবং -অক্ষকে (2, 0) এবং (6,0) বিন্দু দুইটিতে 
ছেদ করে। 

50. এমন একটি বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার ব্যান (3, 7), (9, 1). 
বিনয়ের সংযোজক সরলরেখা। দেখাও যে x+y-4=0 সরলরেখা, 
বৃত্তের স্পর্শক। 

বৃত্তের স্পর্শকের এবং অভিলম্বের সমীকরণ নির্ণয় কর : 

51. ৮০+*-16 বৃত্তের (2, 3) বিন্দুতে ; 

52. ০৯১০5 বৃত্তের (2, _1) বিন্দুতে; 

53. х*+у* +16х—14у—56=0 বৃত্তের (— 2, ২5) বিন্দুতে ; 

54. х?+у*—4х—б6бу+11=0 বৃত্তের (3, 2) বিন্দুতে; 

55. x?4y? —-3x-10y—15-0 বৃত্তের (4, —1) বিন্দুতে ; 

56. ০4৮ +45+6)-87-0 বৃত্তের (6, 3) বিন্দুতে 1 

57. x'«4y-3 বৃত্তের দুইটি স্পর্শকের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহা; 
-অক্ষের সহিত 60° কোণ উৎপন্ন করে | 

58. x°+y2=16 বৃত্তের স্পর্শকদ্বয়ের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহারা 
х+2у+4=0 সরলরেখার সমান্তরাল | 

59. দেখাও যে y=x+cV2 সরলরেখা x'+y'=c' বৃত্তকে 
স্পর্শ করে। 

60. দেখাও যে 3х+4у+7=0 সরলরেখা x?y!-4x—6y 12 
—0 атт স্পর্শ করে এবং স্পর্শবিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 

61.:7-এর মান কত হইলে у=тх+ 13 সরলরেখা x’ +у" = 144 
বৃত্বকে স্পর্শ করিবে? 

62. প্রমাণ কর যে x+y=2+ %2 সরলরেখা х*+у*—2х—2у +1 
-0 বৃত্তকে স্পর্শ করে এবং স্পর্শ বিন্দুর স্থানাস্ক নির্ণয় কর। 

63, দেখাও যে ох? +у*—2ах—2ау+а*=0 {аб xw এবং 
7-অক্ষকে স্পর্শ করে। 

64. уҥ3х—5=0 এবং х+у+1=0 সরলরেখা। দুইটি একটি qm 
দুইটি ব্যাস এবং বৃত্তটি 3x —4y = 0 সরলরেখাকে স্পর্শ করে। тайа সমীকরণ 
নির্ণয় কর। z 
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65. একটি বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার কেন্দ্র (3, 4) এবং {аб 
5%+12)-11 = 0 সরলরেখাকে স্পর্শ করে। 

66. x°+y*=25 বৃত্তের স্পর্শকদ্য়ের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহারা 
4%+ 3y = 0 সরলরেখার সমান্তরাল i 

67. %*+)-3+10-15-)0 বৃত্তের স্পর্শকছয়ের সমীকরণ নির্ণয় 
কর যাহারা 12x+5y= 1 সরলরেখার উপর লঙ্গ। স্পর্শকছয়ের স্পর্শ বিন্দুগুলির 
স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 

68. দেখাও যে x—y+2=0 সরলরেখা 2৫০ +)০-2 Tere স্পর্শ করে 
এবং স্পর্শবিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 

69. х+у=7 সরলরেখা х°+у*=25 বৃত্তকে যে বিন্দু দুইটিতে ছেদ 
করে তাহাদের স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 

70. এমন একটি বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহা মূলবিন্দুগামী এবং 
3х+4у—12=0 সরলরেখা x-s ও )-অক্ষকে যে বিন্দু দুইটিতে ছেদ করে 
সেই দুইটি বিন্দু দিয়া যায়। 

71. প্রমাণ কর যে x*'-y'—-4x—-6y—12-0 বুত্তকে 3х+4у+7 
=0 সরলরেখা স্পর্শ করে এবং স্পর্শ বিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 

72. দেখাও যে х? +у° =25 বৃত্তের (3, 4) বিন্দুতে অঙ্কিত স্পর্শক 
x° +у% -8х+6у =0 বৃত্তকে স্পর্শ su | 

73. প্রমাণ কর যে y=mx সরলরেখা। x*--y*--2gx-«2fy--c-0 
বৃত্তের স্পর্শক হইবে যদি (g +mf)° = (1+ m?) হয় | 

74. x'4y'—6x—8y--9 -0 বৃত্তের স্পর্শকছয়ের সমীকরণ নির্ণয় কর 
যাহার। 3x-- 4y4-5 = 0 সরলরেখার সমান্তরাল | 

75. (2,3) বিন্দু হইতে %*+)/*-4 বৃত্তের স্পর্শকের দৈর্ঘ্য নির্ণয় wq | 

76. (4, 7) বিন্দু হইতে х*—-4х+у°—бу+12=0 বৃত্তের 
স্পর্শকের দৈর্ঘা নির্ণয় কর। 

77. (%,1) বিন্দু হইতে »*+)*-6 বৃত্তের স্পর্শকের দৈর্ঘ্য x+y? 
+3х+3у=0 বৃত্তের স্পর্শকের দৈর্ঘ্যের füsd| প্রমাণ কর Cx 

7১1০4471404 2০, 


পঞ্চম лепі 
stgr (Conic Sections) 


5.1. যদি কোন সমতলে কোন বিন্দু এমনভাবে গতিশীল হয় যে এ তলে 
অবস্থিত একটি নির্দিষ্ট বিন্দু এবং একটি নির্দিষ্ট সরলরেখ! হইতে এ বিন্দুটির 
দূরত্ব্য়ের অনুপাত সবসময় «4% (Constant) থাকে, তবে এ বিন্দুর সঞ্চার- 
পথকে (Locus) একটি শঙ্কুচ্ছেদ (Conie Section) বলে। 

š নিদিষ্ট fasce নাভি (Focus) বলে এবং সাধারণত. ইহাকে 5 দ্বার! 
চিহ্নিত করা হয়। এই spe agitas (Constant ratio) উৎকেন্দ্রতা 
(Eccentricity) বলে এবং ইহাকে e দ্বার স্থচিত কর! হয় এবং নিদিষ্ট 
সরলরেখাকে নিয়ামক (017০1) বলা হয়। যে সরলরেখ! ৮০০এ১-এর 

মধ্য দিয়া যায় এবং Directrix-44 উপর ә তাহাকে অক্ষ (Axis) বলা ZT 1 
এই অক্ষ (Axis) Conic Section-ce যে বিন্দুতে ছেদ করে তাহাকে 4 
Conic Section-ss শীর্ষবিন্দু (Vertex) বলে | সাধারণতঃ Vertex-কে 
A দ্বারা সুচিত করা হয়। 

G) যখন উৎকেন্দ্রত। (е) =! হয়, তখন Conic Section-frs অধিবৃত্ত 
(Parabola) 49] হয়। 

(i) যখন উৎকেন্দ্রতা (е) <1 sq, তখন Conic Section-f&c& উপবৃত্ত 
(Ellipse) বলা ex | 

(ii) যখন উৎকেন্দ্রতা (e)7-1 হয়, তথন Conic Section-focs পরাবৃত্ত 
(Hyperbola) বলা e | 

5.2. Conie Section-এর 

সাধারণ সমীকরণ (General equa- 
tion of the Conic Section) : 

মনে কর, নাভি (Focus) 5-এর 
স্থানাঙ্ক (h, k) এবং নিয়ামকের 

(Directrix) সমীকরণ Ix + my +n 
-0, আবার মনে কর, চলমান 

বিন্দুর স্থানাঙ্ক Р(х, y | যদি P 

হইতে নিয়ামকের উপর লন্গ PM টান! 

Fig. 43 যায়, তাহা হইলে SP- ePM হইবে | 
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** Conic Section-«g সমীকরণ হইবে, 


(х)? +(у—К)#— emp 
ইহাকে лая করিলে Conic Section-«s সাধারণ রূপ হইবে, 
ах? + 2hxy + by? +2gx+2fy + c= 0, 
যেখানে a, b, h, g, f, с সহগগুলি х ও y হইতে স্বাধীন (free from 
x and у). 


53. অধিবৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় (To find the equation to 
4 Parabola) : 


মনে কর, S নাভি (Focus) ZM নিয়ামক (Directrix), 4 শীর্ষবিন্দু 
(Vertex), S হইতে নিয়ামকের উপর SZ লম্ব। এই aw অধিবৃত্তকে 4 বিন্দুতে 
ছেদ করে। А বিন্দুকে ҷам হিসাবে ধরিয়া লও | Аса X-W এবং 
444%-এর উপর ач 4Y-কে )-অক্ষ ধর। অধিবুতের উপর Р(х, y) একটি বিন্দু 
লও | মনে কর, 45 =a. (2 04S — AZ — a. 

SP যোগ কর। P বিন্দু হইতে 
АХ-ча উপর PN ач এবং 
ZM-এর উপর PM az টান। 
এখানে SP= РМ (`` е=1) 

SP*= PM? 

এখন, PNS সমকোণী ত্রিভুজের 
SN* + PN’ = $Р? 

বা, PN'-SP'—SN' 
= PM'—SN* = ZN’ —SN* 

(5 PM-ZN) 
এখন, SN= AN - AS- x -a 
ZN-AN* AZ- x *a 
PN-y 
"CPN* = ZN? — SN? 
বাঃ у= (х+а)? -(x-a) 
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বা, y'-x*'-a'-«2ax— x^ —a? +2ах 
41, y*-4ax. 
অধিবুত্তের নির্ণেয় সমীকরণ হইল у° = 4ax. 


মন্তব্য £ অধিবৃত্তের উপরিস্থিত Р বিন্দুর ভুজ হইল AN এবং কোটি 
হইল PNI А বিন্দুর স্থানাঙ্ক (0, 0), নাভি 5-4 স্থানাঙ্ক (a, 0), নিয়ামক 
ZM-«x সমীকরণ x= —a. 


এখন যদি PN-কে বধিত করা যায় তাহা হইলে উহ! অধিবৃত্তকে P বিন্দুতে 
ছেদ করে। এক্ষেত্রে ৮ বিন্দুরও ভুজ হইবে AN) РМР-с দ্বিকোটি 
(double ordinate) বলা হয়। নাভি S-ag মধ্য দিয়া 1,517, double 
ordinate-c# অধিবুত্তের নাভিলম্ব (Latusrectum) 409 | 
আমরা জানি, SA- AZ- a 
'. SZ= 2a. 
এখানে SL-LQ, SL -L'Q', 
LL -SL«*SL -LQ* L'Q 
= 52+ 52=252 = 2.2а= 4а 
LU = 4а. 
অতএব অধিবৃত্তের নাভিলম্বের (LL ) দৈর্ঘ্য নাভি (S) হইতে শীর্ষবিন্দুর (4) 
দূরত্বের চারিগুণ। 


54. নাভিকে (S) মূলবিন্দু এবং অক্ষকে ম-অক্ষ ধরিয়। 
আধিবৃত্তের জমীকরণ নির্ণয় (To find the equation of a Parabola 
with the focus as origin and axis as the x-axis) : 


44 নং চিত্রে 5-сФ মূলবিন্দু (0, 0), 5%-কে х-тер, S বিন্দু দিয়া SX-«2 
উপর অঙ্কিত AT )-অক্গ ধরা হইল | 
<. SN-x, PN= y 


এখন SP-PM . SP PM: 
বা, SN! PN’ = PM: ("° SP'-SN* + РМ? ) 
বা, SN'«PN'-ZN' (^ PMeZN) 


41, SN* + PN* = (25 + SN)* 


m^ 
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বা, x° +y? = (2a+x)° ; 
বাঁ, x'-y*-4a?- x? + 4ax 
^ y'-4a(x-a), ইহাই হইল নিৰ্ণেয় সমীকরণ। F 
মন্তব্যঃ এক্ষেত্রে 5-এর স্থানাঙ্ক (0, 0), 4-এর স্থানাঙ্ক (—a, 0), 
2М-4{ সমীকরণ х= —2a. 


5.5. অক্ষকে *-অক্ষ এবং নিয়ামককে (Direetrix) y-a 
afam অধিরৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় (To find the equation of a 


Parabola where the axis is x-axis and the Directrix is the y-axis) : 


44 নং চিত্রে Z-কে মূলবিন্দু (0, 0), ZX-ce -অক্ষ, ZMF )-অক্ষ 
ধরা হইল। 
^ ZN-x,PN-y এবং SP-PM (> е=1) 
$Р? = РМ? 
বা, SN?+PN°=ZN° (2, SP'-SN* + PN? এবং PM -ZN) 
বা, (ZN-ZS)* + РМ -ZN*. (.. SN-ZN-—ZS-x-2a) 
বা, (x-2o)4y'-x* 0C 
41, х? + 44° – 4ах+у? = х? 
বা, y*-4ax-4a* 
у= 4a(x—a), ইহাই হইল নির্ণেয় মমীকরণ। 


মন্তব্য: এখানে 2-এর স্থানাঙ্ক (2৫, 0), নিয়ামক 274-এর সমীকরণ x 50. 

"gae অধিবৃত্তের অক্ষকে )-অক্ষ ধরিয়! অধিবৃত্বের নিয়লিখিত 
সমীকরণগুলি পাওয়া যায় £ 

(i) x*'-4ay, A-cs মূলবিন্দু ধরিয়া; 

(ii) x'-4a(y-- a), $-কে মূলবিন্দু «бип; 

(iii) х? =4a(y-— a), অক্ষ ও নিয়ামকের ছেদবিন্দু যখন gafas | 


5.6. অধিবৃত্তের সমীকরণের বিভিন্ন রূপ (Different forms of 
the equation of a Parabola) : 

(i) নাভি (S) xf শীৰ্ষবিন্দু (4)-এর ডানদিকে থাকে, অধিবৃত্বের অক্ষ xum 
এবং শীর্ষবিন্দু (A) RA হয়, তাহা হইলে чє সমীকরণ হইবে у? = 4ax. 
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এখানে শীর্ষবিন্দুর স্থানাঙ্ক (0, 0), নাভি (5)-এর স্থানাঙ্ক (a, 0) এবং 
নিয়ামকের সমীকরণ x= —a. [Fig. 45] 


Fig. 45 Fig. 46 


(8) নাভি (5) যদি শীর্ষবিন্দুর (А) বামদিকে থাকে, অধিবৃত্তের অক্ষ хәр, 
শীৰ্ষবিন্দু (4) মূলবিন্দু হয়, তাহা! হইলে অধিবৃত্তের সমীকরণ হইবে у? = —4ах. 

এখানে শীর্ষবিন্দু (4)-এর স্থানাঙ্ক (0, 0), নাভি (5)-এর স্থানাঙ্ক (—а, 0) 
এবং নিয়ামকের সমীকরণ x-a. [Fig. 46] 

(ii) যদি অধিবুত্তের অক্ষ )-অক্ষ, নাভি যদি 4-এর উপর দিকে থাকে, 
А মূলবিন্দু হয়, তাহ! হইলে অধিবৃত্তের সমীকরণ হইবে x° = 40). 

এখানে শীর্ষবিন্দুর (А) স্থানাঙ্ক (0, 0), নাভি (9)-এর স্থানাঙ্ক (0, а) এব: 
নিয়ামকের সমীকরণ у= —a. (Fig 47] 


Fig. 48 
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(v) অধিবৃত্ের অক্ষ y-a, নাভি (S) শীর্ষবিন্দু 4-এর নীচের দিকে থাকে, 
Яб 4 হইল মূলবিন্দু, তাহা হইলে অধিবৃত্তের সমীকরণ হইবে x° = —4ау. 

এখানে শীর্ষবিন্দু 4 -এর স্থানাঙ্ক (0, 0), নাভির (5)-এর স্থানাঙ্ক (0,—а) 
এবং নিয়ামকের সমীকরণ y = a. [Fig. 48] 

5.7. অধিরৃত্তের অক্ষ ম-অক্ষের সমান্তরাল হইলে অধিবৃত্তের 
সমীকরণ নির্ণয় (To find the equation of а Parabola when the 
axis of the Parabola is parallel to x-axis) : 

মনে কর, অধিবৃত্তের অক্ষ »-অক্ষের সমান্তরাল | মনে কর, 4-এর স্থানাঙ্ক 
(h, k) | মনে কর, P বিন্দুর স্থানাঙ্ক (х, y) (OX ও OY অক্ষ দুইটি agata) 


Fig. 49 


এখন যদি OX ০%-কে যথাক্রমে AX e АҮ রূপাস্তরিত”করাণঠযায় 
এবং এই অক্ষ অনুসারে Р বিন্দুর স্থানাঙ্ক wfs (X, Y) হয়, তাহ! হইলে অধি- 
বৃত্তের সমীকরণ হইবে Y? = 4ax. 
এখন Х=х-һ, Y-y-k 
Y! 24aX সমীকরণ হইতে পাই, (y — k)? = Aa(x —h) 
{шїп সমীকরণ হইল (y — k)? = дах — h). 
989): নাভির স্থানাঙ্ক (a+h, k), শীর্ষবিন্দুর স্থানাঙ্ক (h, k), নাভিলগ 
LL = 4а. 
নিয়ামকের. সমীকরণ x-lh—a, LL -ga সমীকরণ xehta. 


104 স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


মন্তব্য : (i) অনুরূপভাবে অধিবৃত্তের অক্ষ যদি /-অক্ষের সমান্তরাল হয়, 
তাহ। হইলে অধিবুত্তের সমীকরণ হইবে (x — h)? = 4a(y - k). 
(ii) অধিবৃত্তের অক্ষ যখন xm সমান্তরাল অধিবৃত্তের সমীকরণ 
(y = k)? = Aa(x — h) 
Com] y? +k? — 2yk = Aax — 4ah 
41, dax — y* +k? — 2yk + 4ah 


Ç y'_k , К? +4аћ 
dio i 2a? t 4a 


ইহাকে লেখা যায় x= Ay” + By + С 

ইহা! সমীকরণের আর এক রূপ। 

আবার যখন অক্ষ, /-অক্ষের সমান্তরাল তখন অধিবৃত্বের সমীকরণ হয় 
(х=)? =4а(у — k). 

অনুরূপভাবে ইহাকে y = Ax* + Вх C আকারে লেখা ঘায়। 


5.8. x=Ay*+By+C ... (i) 
у= Ах? + Вх+С ED (ii) 
এই দুইটি অধিবৃত্তের সমীকরণের আকার হইতে অধিরত্তের 
শীৰ্ষবিন্দু ও afena নির্ণয় : 
(i) নং সমীকরণ হইতে পাই, x= Ay" + Ву+С 
বা, Ay” + Ду + Сех 
বা, «AJ - -4(х+ B* 2549) e. — (iii) 


(9)? = da(x - № жеен: ৮ স্থানাঙ্ক (h, K) 
* এই সমীকরণের সহিত (i)-কে তুলনা করিয়া পাই, শীর্ষবিন্দুর স্থানাঙ্ক 
.B'-44C В 


77A ^ 54) এবং еня দৈর্ঘ্য P 
(ii) নং সমীকরণ y — Ax" + Bx C কে অন্থরূপভাবে 
B' -4AC i 
(2 - 7+ i4 ) 1.40 
এখন, (x— h)* = 4aly — k) সমীকরণের সহিত (%)-কে তুলনা করিলে 
দেখা যার ачи va (- 8, _#°—4АС) এবং afon |. 


е а 
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5.9. অধিবৃত্তের নাভি (S) এবং নিয়ামক (Direetrix) দেওয়া 
খাঁকিলে অধিরৃত্তের সাধারণ সমীকরণ নির্ণয় (To find the general 
equation of a Parabola when its focus and the equation of the 
directrix are given) : 

মনে কর, নাভি (9)-এর স্থানাঙ্ক (h k), নিয়ামক 27М- সমীকরণ 
Ax+By+C=01 অধিবৃত্তের উপর Р(х, y) যে-কোন একটি বিন্দু mel 
5% যোগ কর। P হইতে নিয়ামকের উপর PM ач টান। 

/. SP-PM 

বা, SP? = РМ? © (i) 

এখন যেহেতু 5-44 স্থানাঙ্ক (h, К) এবং P-এর স্থানাঙ্ক (x, y), 

. 8Р2 =(х—һ)? +(у—К)* 
Р(х, y) হইতে নিয়ামক Ах + Ву + С=0 এর উপর sta দৈর্ঘা 


(x-h)8 + (y — ky? = 5 

বা, (42 + В?){(х — h)? + (y 1091 S (Ax + By + C)? 

ইহাই হইল fafa সমীকরণ। 

5.10. у= тх +е সরলরেখ। y" = 4ах অধিবৃত্তেরস্পর্শক হইবার 
শর্ত এবং স্পর্শবিন্দুর স্থানাস্ক নির্ণয় (To find rhe condition that the 
straight line y = mx + c may touch the Parabola у? =4ах\: 

y=mx+ c হইতে )-এর মান у? = 4ах সমীকরণে বসাইয়া পাই, 

(mx + с)? = 4ах 

বা, 7129 + 2x (mc — 2a) + c^ = 0 

ইহা *-এর দ্বিৰাত সমীকরণ। 

2. xaa দুইটি বীজ হইবে। 

সরলরেখাটি «брая স্পর্শ করিবে যদি এই বীজ দুইটি সমান হয়। বাঁজ 
ছুইটি সমান হইবার শর্ত হইল 

4(mc — 2а)? - 4m*c* = 0 
বা, т?с" + 4a? — 4amc - т?с" = 0 
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বা, 4amc = 4a? 
a 
PEEL 
m 
V. у=тх+с সরলরেখা y*-4ax অধিবৃভকে স্পর্শ করিবে যদি 
е š 
сЕ হয়। 
& yemxe". হইল y'-4ax অধিবৃত্তের স্পর্শকের সমীকরণ | 
এখন আমরা স্পর্শকের স্পর্শবিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় করিব। 


у=тх+ = হইতে у-ай মান y°=4ax সমীকরণে AT পাই, 


(৮৮42) - tax বা, (тх- 2) -o 


a a Q a а 
lg ce X= : 
বা, mmm n" ow 


*-এর মান у=тх+ Z এই সমীকরণে বসাইয়া পাই, 


а a 2a 
ОРЕ bins Ñ 
° _2а 2a 
бул. J mt” m 


** "бля স্পর্শবিন্দুর স্থানাঙ্ক ( E 20). 


5.11. у=тх+е সরলরেখার সহিত y^ 4ах অধিরৃত্তের т 
জ্যা-এর দৈর্ঘ্য নির্ণয় (To find the length of the chord of the 
Parabola y” —4ax intercepted on the line У=тх+с): 

মনে কর, у= тх+с er» (i) 

749044] y? =4ах š (її) 

অধিবৃত্তকে P(x, y.) এবং Q(x,, у) বিন্দু ছুইটিতে ছেদ করিয়াছে! 

(i) নং হইতে /-এর মান у" = 4ax সমীকরণে বসাইয়া পাই, 

(mx + с)? = 4ax 

বা, m'x* + 20710 —2a) + ct -0 

ইহা! ৮-এর দ্বিঘাত সমীকরণ । 
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J. ৯-এর দুইটি বীজ হইবে । মনে কর, বীজ দুইটি x, এবং %০, 
2(mc — 2a Е 
X, +X, = - е2) ХІХ =з 
ex Tx) -(x,x,*-4x1x, 
_4(тс– 2а)? 4c? _ 16a(a —me) 
m* m? 8 т“ ` 


যেহেতু Р(х, у.) এবং Qs, Va) বিন্দু দুইটি y=m<x+c সরলরেখার 
উপর অবস্থিত, | 
`. у,=тх,+с, y, =mx, + c 


у-у =m(x, —xs.) 


`. জ্যা-এর দৈর্ঘ্য = Vi – х.) өз Уа)" 2 1777৮ 
6 9 A É Ж. 
"ia “= mot, mix, =x) f A %. 


4 


А rm — mc) | ,,:16a(a — mc) 
m* m 


m* "(1 + m^)a(a —mc) পট রি এবি 
` Oy ч ott 
২০৮,০01 22 


-4 itm: Jaa m). 
মন্তব্য ? যখন জ্যা-এর দৈর্ঘ্য = 0 তখন y= mx + c রেখা у" = 4ax-«a 
্পর্শক হইবে। স্পর্শক হইবার শর্ত হইল 2, l+ m° (аа me) =0. 
যেহেতু m অথবা a কোনটাই শূন্য নয় 
©. а-тс=0 


নির্ণেয় শর্ত হইল e=. 


5.12. (x; y.) বিন্দুতে y" = tax আধিরৃত্তের স্পর্শকের সমীকরণ 
নির্ণয় (To find the equation of the tangent at the point (xi, yi) 


to the Parabola у? —4ax) : 
মনে কর, অধিবুত্তের উপর P(xi yi) ছাড়া আর একটি Paa fastz 


বিন্দু Ola ys)! 
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এখন, (X1, Y1) এবং (০১ 92) বিন্দুয়গামী সরল 


У-у, = 7 


রেখার সমীকরণ হইল 
টা š 
x, = x, xi) 


j (i) 
যেহেতু (Xs, y,) এবং (Xas у,) অধিরুত্বের উপরে অবস্থিত 
^ у. = 4ах,, Уг? =4ах, 


+ Ji — y 2 = 4a(x, — x) 

3l (y, —y,)(y, *J3) =4а(х, _ x, 
): —yə _ 4а 2 

* Xx, Vitya ai 

(i) ও (ii) হইতে পাই, у-у, = এ (xs) 

ity. 


এখন যদি Q(x,, y.) বিন্দু ক্রমশঃ 
“মিলিয়া যায় তবে Ja=Ji, Х„= 


বিন্দুতে অধিবুত্তের স্পর্শক হইবে | 
5 স্পর্শকের সমীকরণ হইল 


অগ্রসর হইয়া Р(х,, y.) বিন্দুর সহিত 
Xi হইবে এবং সরলরেখাটি P(x,, у) 


4а 
Уз зу, 7 XJ) 


~/ Ny 
বা, Ji yi =2ax—2ax, 
বা, yy: = y, ° — 2ax, + 2ax= 4ax, 
বা, Уу‹=2а(х+ x,) 
নিণেয় সমীকঃণ হইল УУ = 2a(x + x,). 
5.13. (Xi, у, 


) বিন্দুতে у°—4ау অধিবৃত্তের অভিলন্বের 
সমীকরণ নির্ণয় (To find the equation of the normal at the point 
(X, X, to the Parabola y'!-4ax. 


—2ax, + 2ax 


(35,31) বিন্দুতে y* = дах ла অঙ্কিত স্পর্শকের সমীকরণ 
Yı 7 2d(x + x, ) 


বা, ৮০০৯ х) 
1 


(i) 
Gr, yi) বিন্দুগামী যে-কোন সরলরেখার সমীকরণ 
У-У. =т(х-х,) (ii) 
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ইহা স্পর্শকের উপর ач হইবে যদি тх 32-1 হয় 
1 


অর্থাৎ যদি m= - হয়। 
(ii) নং সমীকরণ হইতে আহলস্কের সম।করণ হইল 
-,--%৯-৯০ 
বা, 2ay-2ay,— —у,Х+у,Х, 
বা, у,х+ 2ау=у,(х + 2а) 
ইহ! হইল অভিলম্বের নির্ণেয় সমীকরণ | 
5.14. প্রবণতা (maa দ্বারা অভিলপ্ধের সমীকরণ fada 
(To find the equation of the normal in terms of the Gradient) : 
yi 


আমরা জানি, 1 y, = —2am. 
z 4g2g 
আবার yi$-4axe 2 х 2 - TT =ат? 


у-у. = -54х-х1) সমীকরণ হইতে পাই, 
বা, у+2ат= + 4" am?) 


বা, у+2ат = тх –ат" 

... у= тх —2am — am? — am? হইল অভিলপ্ের সমীকরণ (Gradient 
এর দ্বার! )। 

মন্তব্য £ অধিবৃত্ের যে বিন্দুতে এই অভিলঙ্ব সেই বিন্দুর স্থানাঙ্ক 
(0715, 72217) | 

5.15. কোন বিন্দু (h, k) হইতে অধিবৃত্তের (у? - дах) তিনটি 
অভিলম্ব টান! যায় [Through any point (h, k) three normals сат 
be drawn to а Parabola (у? -4ax) ] : 

মনে কর, (0715, —2am) বিন্দুতে অভিলঙ্কের সমীকরণ у = тх — 2am — 
am? | যদি ইহা (h, К) বিন্দুগামী হয় তাহা হইলে 

k= mh —2am — am* 
বা, am°+2am-mh+k=0 Җ\, am**mQa-h)«k-0 
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ইহা m-«3 ত্রিঘাত সমীকরণ | স্ৃতরাং т-ая তিনটি বীজ থাকিবে। 
* যে-কোন বিন্দু (h, k) হইতে ча y? dax-aq উপরে তিনটি 
অভিলগ্ক অঙ্কন করা যায়। 


মন্তব্য £ মনে কর, mass বাজগুলি m,, m., m, | 


যে তিনটি বিন্দুতে অভিলম্ব অঙ্কন কর! হইবে তাহাদের স্থানাঙ্ক হইবে 
(97712 29717), (4715 ১, _ 2ат,), (am,*, —2am,,) | 


5.16. বহিঃস্থ যে-কোন বিন্দু (h, k) হইতে ১ qay ficus 
দুইটি স্পর্শক টানা যায় [Two tangents can be drawn to a 


Parabola у? = 4ax from an external point (h, k) ] : 


ма, y o mx + হইল y'-dax অধিবৃত্তের স্প্শক। যদি এই 


স্পর্শক (h, k) বিন্দুগামী হয় তাহা হইলে k= mh DIST 
বা, m'*h—mk-a-Q. 
ইহা т-а দ্বিঘাত সমীকরণ। অতএব ॥-এর দুইটি মান পাওয়া її | 


(h, k) এই বহিঃস্থ বিন্দু হইতে yt. дах অধিবৃত্বের দুইটি স্পর্শক 
টান! ata | 


517. у dax অধিবৃত্তের স্পর্শবিন্দুগামী জ্যা ( Chord of 
contact)-এর সমীকরণ নির্ণয় 
(To find the equation of the 
chord of contact Of any point 
With respect to the Parabola 
y’ =4ах): 


মনে কর, у'—4ах অধিরুত্তের 


ES 


M 


eS Pi. Y), Palta y) fq 
ছইটিতে PIT এবং Р,Т এই দুইটি 
Fig. 50 "s হইয়াছে। 
#Р\(х,, ys) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ уу, = 20(x + x,) ^ @ 


TP (X Y.) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ уу, TJéx*x, — .. GD 
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xf ম্পর্শক দুইটি Тос, у) বিন্দুতে মিলিত হয় তাহা হইলে 


yy, -2a(x + xi) e (iii) 
yy, = 2а(х + Хз) ө (iv) 

(i) ও (iv) হইতে আমরা দেখিতে পাই যে yy = 2a(x+X) এই 
অরলরেখা (xo 95) এবং (x. ys) বিন্দু দুইটি দিয়া যায়। Эй এই 
সরলরেখ। Т(х› у) বিন্দু হইতে যে দুইটি স্পর্শক টানা হইয়াছে তাহাদের স্পর্শ 
বিন্দু দিয়! yy = 2a(x + x) সরলরেখা যায় | 

এ. (ху, y) বিন্দুর স্পর্শবিন্দুগামী 901-49 সমীকরণ হইল yy = 2a(x+ X) 

5.18. উপস্পর্শক (Subtangent) ও উপঅভিলম্ (Subnormal) : 

р হইল অধিবৃত্তের উপর একটি 
বিন্দু। P বিন্দুতে PT স্পর্শক এবং 
PG অভিলম্থ। অক্ষের উপর PN аҹ 
টান। স্পর্শক PT এবং অভিলঙ্থ PG 
অক্ষকে যথাক্রমে Тв G বিন্দুতে ছেদ 
করিয়াছে। PN হইল P বিন্দুর কোটি 
(ordinate) 1 তাহা হইলে মা-কে Fig. 51 
বলা হয় ৮.এর উপস্পর্শক এবং NGC বলা হয় £-এর উপঅভিলম্ব। 

519. উপস্পর্শক ও উপ-অভিলন্বের দৈর্ঘ্য নির্ণয় (To find 
the length of the Subtangent and the Sub-normal) : 

মনে কর, у* - 4ах অধিবুত্তের উপর P বিন্দুর স্থানাঙ্ক Gn, y)! 

р বিন্দুতে স্পর্শক /1-এর সমীকরণ হইল уу, =20(х+х) ` 0) 

যেহেতু স্পর্শক PT, xama T বিন্দুতে ছেদ করিয়াছে, অতএব T বিন্দুর 
স্থানাঙ্ক বাহির করিতে হইলে (i) নং সমীকরণে y= 0 হইবে। 

^ xX-—-—X; fe» (ii) 
আমরা জানি, A যূলবিন্দু (0, 0) এবং AN=x,, PN= y, 
T বিন্দুর ভুজ —x,, অর্থাৎ AT-68 দূরত x, 
আবার যেহেতু AN= x, s АТ- AN 
Nr —- AN * AT - 2AN = P-«3 graa 199% | 
অতএব দেখা গেল Subtangent NT, Asfa 4-তে иаа оте হইয়াছে। 
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আবার যেহেতু GNP একটি সমকোণী ত্রিভুজ, 2. PN:=TN.NG 
EP ENE S Ve ЭА 
TN 2AN 2x, 2x, 


NG=2a= নাভিলম্বের অর্ধেক | 
মন্তব্য £ নাভিলম্বের দৈর্ঘ্য যেহেতু PF, অতএব অধিবৃত্বের যে-কোন 
বিন্দুতে উপ-অভিলম্থের দৈর্ঘ্যও qa হইবে | 
5.20. পরমাত্রিক স্থানাঞ্চ (Parametric Co-ordinates) : 


আমর! জানি, y=mx+4 মরলরেখাটি y*—4ax অধিবৃত্তের স্পর্শক। 


Sub-normal NG- 2a. 


সপর্শকটির স্পর্শবিন্দুর স্থানাঞ্ (5 z যেখানে m=tan 0 এবং স্পর্শক 
এ-অক্ষের সহিত 9 কোণে নত। 

т-а মান যাহাই হউক না কেন (4 aa) বিন্দুটি sta সংদাই 
অধিবৃত্তের সমীকরণ সিদ্ধ হয়। 

m=; বমাইলে (at*, 2at) অধিবৃত্ত у? = 4%-এর উপর যে-কোন বিন্দুর 


স্থানাঙ্ক হয়। 

(at*, 29) বিন্দুটি /-এর সমান মানের জন্য y? _4৫% অধিবৃত্তের উপর: 
অবস্থিত। (at, 29 বিন্দুটিকে সাধারণতঃ সংক্ষেপে "f^ বলা ey | 

অধিবৃত্তকে x= at*, y = 2at সমীকরণের দ্বার! প্রকাশ কর! হয়। 

নিযনলিখিত সমীকরণগুলি মনে রাখা দরকার : 

(0 (at°, 24) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ yt x at? 

(ii) (аг, 2ar) বিন্দুতে অভিলম্বের সমীকরণ y t tx — 2at & at? 

5.21. y^-4ax অধিবৃত্তের যে জ্যা (h, k) বিন্দুতে সমদ্বিখপ্ডিত 
হয় তাহার সমীকরণ নির্ণয় [ To find the equation to a chord of 
the parabola biseted at the point (h, К) ] : 

মনে কর, у= mx c c হইল y^ 4ах অধিবৃত্তের একটি জ্যা। 

y-mx- c সমীকরণ হইতে আমর! পাই, 


x= J =€ 
m 
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65. একটি বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার কেন্দ্র (3, 4) এবং quf 
5%+12)-11 =0 সরলরেখাকে স্পর্শ করে। 

66. х? +у" =25 বৃত্তের স্পর্শকদ্বয়ের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহারা 
4x + 3y =0 সরলরেখার সমান্তরাল | 

67. х®+у*—3х+10у—15=0 বৃত্তের স্পর্শকছয়ের সমীকরণ নির্ণয় 
কর যাহার! 12х+5у—1 সরলরেখার উপর mw | স্পর্শকছয়ের স্পর্শবিন্ুগুলির 
স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 

68. দেখাও যে x—y- 2-0 সরলরেখা x° +y*=2 та স্পর্শ করে 
এবং স্পর্শবিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 

69. х+у=7 সরলরেখা x'4y'-25 বৃত্তকে যে বিন্দু দুইটিতে ছেদ 
করে তাহাদের স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 

70. এমন একটি বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহা! মূলবিন্দুগামী এবং 
Зх +4у—12=0 সরলরেখা %-অক্ষ ও )-অক্ষকে যে বিন্দু ছুইটিতে ছেদ করে 
সেই দুইটি বিন্দু দিয়া যায়। 

71. প্রমাণ কর যে х°?+у%—4х—6бу—12=0 বৃত্তকে 3x+4y+7 
=0 সরলরেখা স্পর্শ করে এবং স্পর্শ বিনুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় = | 

72. দেখাও যে x'-y*-25 বৃত্তের (3, 4) বিন্দুতে অঙ্কিত স্পর্শক 
х? +у*—8х+6бу=0 বুত্তকে স্পর্শ করে। 

73. প্রমাণ কর যে y=mx সরলরেখা X? +у° +2gx+2fy+e=0 
বৃত্তের স্পর্শক হইবে যদি (g +mf)° = (1 +m?) হয় | 

74. x'4y*—6x-—8y-9-0 বৃত্তের স্পর্শকয়ের সমীকরণ নির্ণয় কর 
যাহার 3x+ 4y+ 5 = 0 সরলরেখার সমান্তরাল | 

75. (2, 3) বিন্দু হইতে x° +y? =4 বৃত্তের স্পর্শকের দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 

76. (4, 7) বিন্দু হইতে х*-4х+у°—бу+12=0 বৃত্তের 
স্পর্শকের দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 

77. (h, k) বিন্দু হইতে х°+у*=6 বৃত্তের স্পর্শকের দৈর্ঘ্য x" +y" 
+3х+3у=0 বৃত্তের স্পর্শকের 000079400991 প্রমাণ কর থে 

15 - k* +4h+4k+2=0, 


পঞ্চলম aE 
«509 (Conic Sections) 


5.1. যদি কোন সমতলে কোন বিন্দু এমনভাবে গতিশীল হয় যে এ তলে 
অবস্থিত একটি নির্দিষ্ট বিন্দু এবং একটি নির্দিষ্ট সরলরেখা হইতে এ বিন্দুটির 
тачи অনুপাত সবসময় ধ্রুবক (Constant) থাকে, তবে এ বিন্দুর সঞ্চার- 
পথকে (Locus) একটি শঙ্কুচ্ছেদ (Conic Section) বলে। 

এ নিদিষ্ট বিন্দুকে নাভি (Focus) বলে এবং সাধারণত. ইহাকে 5 দ্বার! 
চিহ্নিত করা হয়। এই 445 অন্পাঁতকে (Constant ratio) উৎকেন্দ্রতা 
(Eccentricity) বলে এবং ইহাকে ৫ দ্বারা সুচিত কর! হয় এবং নির্দিষ্ট 
মরলরেখাকে নিয়ামক (11908) বলা হয়। যে সরলরেখা Focus-4d 
মধ্য দিয় যায় এবং Directrix-4 উপর аҹ তাহাকে অক্ষ (Axis) বল! হয়। 
এই অক্ষ (Axis) Conic Ѕесіоп-с যে বিন্দুতে ছেদ করে তাহাকে এ 
Conic Section-এর শীর্ষবিন্দু (Vertex) বলে। সাধারণতঃ Vertex-c# 
4 দ্বারা সুচিত কর! হয়। 

G) যখন উৎকেন্দ্রতা (е)=1 হয়, তখন Conic Section-fBcs faga 
(Parabola) বল হয়। 


(i) যখন উৎকেন্দ্রতা (৪) 1 হয়, তখন Conic Section-টিকে ©зге ` 


(Ellipse) বলা ® | 

(11) যখন উৎকেন্দ্রতা (e)>1 হয়, তখন Conic Section-টিকে ғ 79199 
(Hyperbola) «ej 23 | 

5.2. Conic Section-এর 
সাধারণ সমীকরণ (General equa- 
tion of the Conic Section) : 

মনে কর, নাভি (Focus) S-43 
স্থানাঙ্ক (h, k) এবং নিয়ামকের 
(Directrix) সমীকরণ Ix + ту+п 
=01 আবার মনে কর, চলমান 


হইতে নিয়ামকের উপর লদ্ব PM টান! 
Fig. 43 যায়, তাঁহা হইলে SP = ePM হইবে | 


বিন্দুর স্থানাঙ্ক Р(х, p. যদি P 


| 
| 
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7. Conic Section-«g সমীকরণ হইবে, 


E et (Ix + my 
(х-л)? +(у D PIX 


tn) 


ইহাকে সরল করিলে Conic Section-aa সাধারণ রূপ হইবে, 
ах? + 2hxy + Бу? + 2gx + 2fy + c= 0, 
যেখানে a, b, h, g, f, সহগঞ্ুলি x ও হইতে স্বাধীন (free from 


х апа у). 


5.3. অধিব্তের সমীকরণ নির্ণয় (To find the equation to 


а Parabola) : 


মনে কর, 5 নাভি (Focus), ZM নিয়ামক (Directrix), А শীৰ্ষবিন্দু 
(Vertex), S হইতে নিয়ামকের উপর SZ sw | এই ew অধিবৃত্তকে A বিন্দুতে 
ছেদ করে। А বিন্দুকে মূলবিন্দু হিসাবে ধরিয়া qel Ас 'স-অক্ষ এবং 
АХ-а4 উপর ач 4Y-কে )-অক্ষ ধর। অধিবৃত্তের উপর Р(х, y) একটি বিন্দু 
AS=AZ=a. 


লও। মনে কর, AS =a. 

SP যোগ কর। P বিন্দু হইতে 
AX-4q উপর PN аҹ এবং 
ZM-এর উপর РМ аҹ টান। 
এখানে SP-PM (`` е=1) 

SP? = PM? 

এখন, PNS সমকোণী ত্রিভুজের 
SN* + PN’ = SP* 

বা, PN'-SP'-—SN? 
-—-PM'-SN'-ZN'-—SN* 

(` PM-ZN) 
এখন, SN- АМ - AS- x a 
ZN-AN*AZ-x«a 
PN-y 
PN! = ZN’ — SN? 


4, y'-(x-ca)'-(x- 


a)* 
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বা, у= х? +а? +2ах—х° —a^ +2ах 
বা, y*-4ax. 
অধিবৃত্তের নির্ণেয় সমীকরণ হইল y = 4ах. 


মন্তব্য : অধিবৃত্তের উপরিশ্থিত Р বিন্দুর ভুজ হইল AN এবং কোট 
হইল PN| А বিন্দুর স্থানাঙ্ক (0, 0), নাভি 3-এর স্থানাঙ্ক (a, 0), নিয়ামক 
ZM-এর সমীকরণ x= —a. 


এখন যদি РМ-с বর্ধিত করা যায় তাহা হইলে উহা! অধিবৃত্তকে Р” বিন্দুতে 
ছেদ করে। এক্ষেত্রে P feme ভুজ হইবে АМ PNP- দ্বিকোটি 
(double ordinate) বল! হয়। নাভি 5-এর মধ্য দিয়া LSL double 
ordinate-কে অধিবুত্তের নাঁভিলন্ব (Latusrectum) IA | 

আমর! জানি, SA- 42 এ 

€, SZ=2a. 
এখানে SL = LQ, SL = 170, 
n LU =SL+SU =LQ+L Q 
=SZ+ SZ=2SZ=2.2a=4a 
LL'- 4a, 

অতএব অধিবৃত্তের নাভিলম্বের (LL ) দৈর্ঘ্য নাভি (S) হইতে শীর্ষবিন্দুর (4) 

দূরত্বের চারিগুপ। 


54. নাভিকে (S) মূলবিন্দু এবং অক্ষকে *-অক্ষ ধরিয়। 
অধিবৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় (To find the equation of a Parabola 
with the focus as origin and axis as the x-axis) : 


44 নং চিত্রে $-কে মূলবিন্দু (0, 0), SX- x-a, S fax fir] SX-«z 
উপর অঙ্কিত লঙ্বকে )-অক্ষ ধর] হইল। 


SN-x, PN= y 
এখন SP= РМ +. SP'= РМ? 
а, SN°+PN° = РМ? (SP = 5№' +Р№ ) 
বাঁ, SN'«PN'-ZN' (° PM=ZN) 


ql, SN” + PN* ~ (25 + SN)" 
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বা, x +у° = (2а+х)* 
বা, х +у? = 4а° + х? + dax 
n y'-4ax-a) ইহাই হইল নির্ণেয় সমীকরণ 1 ` 
її}: এক্ষেত্রে 5-এর স্থানাঙ্ক (0, 0), 4-এর স্থানাঙ্ক (—а, 0), 
ZM-খর সমীকরণ х= – 24. 


5.5. অক্ষকে স-অক্ষ এবং নিয়ীমককে (Directrix) ড-অক্ষ 
fas অধির্ত্তের সমীকরণ নির্ণয় (To find the equation of a 


Parabola where the axis is x-axis and the Directrix is the y-axis) : 


44 নং চিত্রে Z-কে মূলবিন্দু (0, 0), 2%-কে %-অক্ষ, ZM- )-অক্ষ 
ধরা হইল। 
ZN-x, PN=y এবং SP- PM (e е=1) 
SP? = РМ? 
বা, SN'4PN'-ZN? (.. SP'- 5№ + РМ? এবং PM -ZN) 
বা, (ZN- ZS)? + РМ = 2№° (;. SN-ZN-ZSex-2a) 
а, (х-2а)° +у? =x" 
বা, ৬০ + 409 _ ax+y? = х? 
বা, у*=4ах—44а°*. 
n у=4а(х-а), ইহাই হইল নিৰ্ণেয় সমীকরণ | 


মন্তব্য : এখানে 2-এর স্থানাঙ্ক (2а, 0), নিয়ামক 274-এর সমীকরণ x=0. 

অন্থরূপভাবে অধিবুত্তের অক্ষকে yw ধরিয়া অধিবৃত্তের নিয়লিখিত 
সমীকরণগুলি পাওয়া যায় : 

(i) x"= ay, A-cs মূলবিন্দু ধরিয়া; 

Gi) x'-3a(y--a), S-cs মূলবিন্দু ধরিয়া ; 

(ii) x'-4a(y —a), অক্ষ ও নিয়ামকের ছেদবিন্দু যখন মূলবিন্দু। 


5.6. আধিরুত্তের সমীকরণের বিভিন্ন রূপ (Different forms- of 
the equation of a Parabola) : 

(i) নাভি (S) যদি শীর্ধবিন্দু (4)-এর ডানদিকে থাকে, অধিবুত্বের অক্ষ xum 
“এবং শী বিন (A) মূলবিন্দু হয়, তাহা হইলে чела সমীকরণ হইবে у? = Aax. 
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এখানে শীর্ষবিন্দুর স্থানাঙ্ক (0, 0), নাভি (5)-এর স্থানাঙ্ক (৫, 0) এবং 
নিয়ামকের সমীকরণ x = —a. (Fig. 45] 


Fig. 45 Fig. 46 


^ Gi) নাভি (S) ufa শীর্ষবিন্দুর (4) বামদিকে থাকে, অধিবৃত্তের অক্ষ *-অক্ষ, 
শীৰ্ষবিন্দু (4) ҷар হয়, তাহা হইলে অধিবৃত্তের সমীকরণ হইবে y? = —4ax. 
এখানে শীর্ষবিন্দু (4)-এর স্থানাঙ্ক (0, 0), নাভি (5)-এর স্থানাঙ্ক (—a, 0) 
এবং নিয়ামকের সমীকরণ ха. [Fig. 46] 
(i) যদি অধিবৃত্তের অক্ষ )-অক্ষ, নাভি যদি 4-এর উপর দিকে থাকে, 
А যূলবিন্দু হয়, তাহা হইলে অধিবৃত্তের সমীকরণ হইবে x° — 44у. 
- এখানে ача (4) স্থানাঙ্ক (0, 0), নাভি (9)-এর স্থানাঙ্ক (0, а) এবং 
নিয়ামকের সমীকরণ y= —a. (Fig 47] 


. Fig. 48 
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(iv) অধিবৃত্তের অক্ষ )-অক্ষ, নাভি (5) শীর্ষবিন্দু :4-এর নীচের দিকে থাকে, 
শীৰ্ষবিন্দু А হইল মূলবিন্দু, তাহা হইলে অধিবৃত্তের সমীকরণ হইবে x"= — 44у. 

এখানে শীর্ষবিন্দু 4 এর স্থানাঙ্ক (0, 0), নাভির (5)-এর স্থানাঙ্ক (0,—а) 
এবং নিয়ামকের সমীকরণ y = a. [Fig. 48] 

5.7: অধিরৃত্তের অক্ষ ম-আক্ষের সমান্তরাল হইলে অধিবৃত্তের 
সমীকরণ নির্ণয় (To find the equation of a Parabola when the 
axis of the Parabola is parallel to x-axis) : 

মনে কর, অধিবৃত্তের অক্ষ %-অক্ষের সমান্তরাল । মনে কর, 4-এর স্থানাঙ্ক 
(h, k) | মনে কর, P বিন্দুর স্থানাঙ্ক (x, y) (OX `e OY অক্ষ দুইটি অনুসারে) 


Fig. 49 


এখন যদি ОХ ও ОҮ-с যথাক্রমে AX 44৮-এ রূপাস্তরিত Ф) 
এবং এই অক্ষ অনুসারে P বিন্দুর স্থানাঙ্ক যদি (X, Y) হয়, তাহা হইলে অধি- 
বৃত্তের সমীকরণ হইবে Y* = 4aX. 

এখন Х=х-һ, Ү=у—К 

Y' 2 4aX সমীকরণ হইতে পাই, (у—К)* = 4а(х—һ) 

г. নির্ণয় সমীকরণ হইল (y - k)* = da(x — h). 

ডরষ্টব্য £ নাভির স্থানাঙ্ক (44+ ॥, k), শীর্ষবিন্দুর স্থানাঙ্ক (h, k), নাঁভিলঙ্ব 
LL = 4a. 

~ নিয়ামকের সমীকরণ, xeha, 1[.1/-এর সমীকরণ x=h+a. 
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মন্তব্য : (i) অন্থ্ূপভাবে অধিবৃত্বের অক্ষ যদি )-অক্ষের সমান্তরাল হয়, 
তাহা হইলে অধিবুত্তের সমীকরণ হইবে (x — h)" = 4a(y — k). 
(i) অধিবৃত্তের অক্ষ যখন хоча সমান্তরাল অধিবৃত্ের সমীকরণ 
(y- k)? = 4a(x — h) 
বা, y* +k? – 2yk = 4ах—4аһ 
41, dax e y? +k? — 2yk + 4ah 
2 2. 
[^ v T x 
ইহাকে লেখা যায় x= Ay? + By + C 
ইহা সমীকরণের আর এক রূপ। 
আবার যখন অক্ষ, )-অক্ষের সমান্তরাল তখন অধিবুত্তের সমীকরণ হয় 
(х)? 400) — k). 
অঙ্থরূপভাবে ইহাকে y= Ax? + Bx-- C আকারে লেখা যায়। 
5.8. х= Ay? + By +С E (i) 
у= Ах? +Вх+С e» (ii) 
এই দুইটি অধিবৃত্তের সমীকরণের আকার হইতে অধির্ত্তের 
শীৰ্ষবিন্দু ও নাভিলন্ নির্ণয় : 
(i) নং লমীকরণ হইতে পাই, x = Ay" + By+ C 
বা, 4у? + T +C=x 
বা, (+ ৬7 6 c S Gi) 
(y-k)? = 4a(x — h) Жы শীর্ষবিন্বুর স্থানাঙ্ক (h, k) 
. এই সমীকরণের সহিত (11)-কে তুলনা করিয়া পাই, শীর্ষবিন্দুর স্থানাঙ্ক 
dm PC > - 2, এবং নাভিলদ্বের দৈর্ঘ্য y, 
(ii) নং সমীকরণ = x +Вх+ C কে অন্গরূপভাবে 


(»« 2) -4 BAC - (iv) 
এখন, হা ынаа সহিত (1%)-কে তুলনা করিলে 


= 
দেখা যায় শীরধবিন্দুর স্থানাঙ্ক (2; - 4 এবং নাভিলম্ব Í: 
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5.9. অধিবৃত্তের নাভি (5) এবং নিয়ামক (Direetrix) দেওয়া 
খাঁকিলে অধিবৃত্তের সাধারণ সমীকরণ নির্ণয় (To find the general 
equation of a Parabola when its focus and the equation of the 
directrix are given) : 

মনে কর, নাভি (9)-এর স্থানাঙ্ক (h,k), নিয়ামক 214-এর সমীকরণ 
Ax+By+C=01 অধিবৃত্তের উপর Р(х,у) যে-কোন একটি বিন্দু লও | 
SP যোগ কর। Р হইতে নিয়ামকের উপর РМ яч টান। 

$Р=РМ 
al SP! = РМ? v @) 
এখন যেহেতু 5-এর স্থানাঙ্ক (h, К) এবং £-এর স্থানাঙ্ক (x, y), 
. 5Р2 =(x—h)? +(y -k)}° 
Р(х, y) হইতে নিয়ামক Ax+By+C=0 এর উপর wem দৈর্ঘ্য 


_ Ах+ By C 
ixi У A? + B° 
আবার যেহেতু SP? = PM? 
_(Ах + By + С)? 
(х – 1)? + (у – Ю)? Е 42 +В? 


বাঁ, (A2 + В?) (х — h)? + (97109 = (Ax + By + С)? 

ইহাই হইল নিৰ্ণেয় সমীকরণ। 

510. y=mx+ ce সরলরেখা y’ = 4ax অধিবৃত্তেরস্পর্শক হইবার 
শর্ত এবং স্পর্শবিন্দুর স্থানাস্ক নির্ণয় (To find the condition that the 
straight line y = mx + c may touch the Parabola у? = 4ax) : 

у=тх+с হইতে у-4% মান у? =4ах সমীকরণে বসাইয়। পাই, 

(mx + c)? =4ах 

বা, m2x2 + 2x (mc —2a) + c^ = 0 

ইহা! »-এর দ্বিঘাত সমীকরণ। 

2. жч দুইটি বীজ হইবে। 

মরলরেখাটি অধিবৃত্তকে স্পর্শ করিবে যদি এই বীজ দুইটি সমান হয়। বীজ 
ছুইটি সমান হইবার শর্ত হইল 
4(тс — 2а)? - 4m*c* = 0 
বা) m*c* + 4a? — 4amc - m*c^ = 0 


106 স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 
বা, 4amc = 4a? 
71712 
gs’ € m 
. у=тх+с সরলরেখা уз = 4ах অধিৰৃত্তকে স্পর্শ করিবে যদি 
EX | 
EP হয়। 
s Уу-тх+я. হইল )০- 49% অধিবৃত্তের ম্পর্শকের সমীকরণ | 
এখন আমরা স্পর্শকের স্পর্শবিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় করিব। 


у=тх+ E হইতে y-aq মান y?-4ax সমীকরণে বসাইয়া পাই» 


nx 2) - tax বা, (nx- 2) -o 


a8 y NE: a 
বা, iem 5 .. X т wt 
xq মান у=тх+ EL সমীকরণে বসাইয়া পাই, 
a 2a 
ym m m 
2 2a 2а 
y т? т 
"i = а 2 
“* স্পর্শকের স্পর্শবিন্দুর স্থানাঙ্ক (2, 25. 


511. у=шх+е সরলরেখার সহিত у" -4ax অধিরৃত্তের few 
জ্যা-এর দৈর্ঘ্য নির্ণয় (To find the length of the chord of the 
Parabola у? = 4ах intercepted on the line y ^ mx + c) : 

মনে কর, у= тх+с E (i) 

1191094] y? -4ax e. (ii) 

অধিবৃত্তকে P(xi, y.) এবং QU y.) বিন্দু ছুইটিতে ছেদ করিয়াছে 1 

(i) নং হইতে y-«3 মান y" = 4৫% সমীকরণে «uiu পাই, 

(mx + с)? = 4ax 

বা, m°x° + 2x(mc—2a)+ t= 0 

ইহা %-এর ছিঘাত সমীকরণ | 
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%-এর দুইটি বীজ হইবে | মনে কর, বীজ দুইটি x, এবং Xa. 
XQtXQ— EU MEA Xi. E 
ce (X1 Tx) ux, x)*-4x.x, 


A = (mc —2a)° 4c* 16a(a— mc) 


m* m° m* 


যেহেতু P(x,, yi) এবং Q(x., y.) বিন্দু দুইটি y mx c সরলরেখার 
উপর অবস্থিত, 
SO У = тх, +с, y =mxs +c 
সাত yi—Jys=m(x, — x.) 
- йч দৈর্ঘ্য Vis cx) 0-75)" 
EN LC ecd - mo" 


+m°(x, — x,)° 


-/ 1556 মত mo) Hr ৷ ,,:16a(a — mc) mc) 
m* 


mi V (1 +m°)a(a — me) 


= 5: vitm" ааст). 
মন্তব্য ? যখন জ্যা-এর দৈর্ঘ্য = ৮১784 
স্পর্শক হইবে। স্পর্শক হইবার শর্ত হইল ETT Ja(a— mc) = 0. 
যেহেতু m чча) a কোনটাই শূন্য নয় 
s a-mc-0 


. fufs শর্ত হইল ০.৪. 
т 


Е 5.12. (x, y.) বিন্দুতে y! = dax অধিরৃত্তের স্পর্শকের সমীকরণ 
নির্ণয় (To find the equation of the tangent at the point. (xi, ул) 
to the Parabola y° =4ах): 

মনে কর, অধিবৃত্তের উপর Р(х, y.) ছাড়া আর একটি Penn নিকটস্থ 
বিন্দু 0(%,, уз! 
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এখন, (ху, 95) এবং (x. y.) Рә) সরলরেখার সমীকরণ হইল 
у-у, = ডি х Я; -— d M E (i) 


যেহেতু (x,, y,) এবং (xo, уз) অধিবুত্তের উপরে অবস্থিত 
Yı” -4ax,, у„°*=4ах,„ 
7. yi*—-ys* = 4a(x, — Xs) 
বা, (y, y.) +y.) -4a(x, _ x. 
রা, Jan de রি (ii) 
Xiı— Xe у, 70)2 


() e Gi) হইতে পাই, ১-১,-১, ELLA Я 


এখন যদি Q(x y.) বিন্দু ক্রমশঃ অগ্রসর кй P(%,, yu) বিন্দুর সহিত 

“মিলিয়া যায় তবে y,-yi, x,=x, হইবে এবং সরলরেখাটি Р(х\› ул) 
‘বিন্দুতে অধিবৃত্তের স্পর্শক হইবে। 
স্পর্শকের সমীকরণ হইল 


4 
У-У зу (хх) 
3h уу. у." -2ax-2ax, 


বা, уу. =у,° – 2ах, +2ах= 4ах, — 2ах, + 2ax 
বা, уу. = 20(х+х,) 


নিণেয় সমীকরণ হইল УУ: = 2a(x + x,). 
5.18. (x, yi) বিন্দুতে y'-4ax অধির্ত্তের অভিলম্দের 


সমীকরণ নির্ণয় (To find the equation of the normal at the point 
(ху, у, to the Parabola y? -4ax \: 


(х,у) বিন্দুতে y'-4ax чїнүза অঙ্কিত স্পর্শকের সমীকরণ 
ууу =20(x + x) 


বা, y= 20+) u (à) 


Мх, у) বিন্দুগামী যে-কোন সরলরেখার সমীকরণ 
y-yi-m(x—- x,) (ii) 


শঙ্কুচ্ছেদ z 10% 
ইহা স্পর্শকের উপর mu হইবে যদি ৮৮2০1 হয় 


অর্থাৎ যদি m= টু হয়। 


(ii) নং সমীকরণ হইতে আঁ*লম্বের সম।করণ হইল 
১৯ ১৮-১২-৮১7৯) 
বা, 2ау—-2ау,=—у,Х+у,х, 
বাঃ у.х+ 2ay=Y (x, + 2a) 
ইহা হইল অভিলম্বের নির্ণেয় মমীকরণ। 
5.14. প্ৰবণতা (৷)-এর দ্বারা অভিলন্বের সমীকরণ নির্ণয় 


(To find the equation of the normol in terms of the Gradient) : 


আমরা জানি, т<—71 5. y. -2am. 
‚2 4а2т? 
আবার yi?-4ax,, এডি TEE - == E = am? 


dy = -54х-х) সমীকরণ হইতে পাই, 


2am m 
4l у+2ат= + 24°") 


বা, y *2am = mx — am? 
s. yemx-—2am — am? — am? হইল অভিলগ্ের সমীকরণ (Gradient 


এর qm ) ! 
| মন্তব্যঃ অধিবৃত্তের যে বিন্দুতে এই অভিলদ্ব সেই বিন্দুর স্থানাঙ্ক 
(015, — 2am) | 
| 5.15. কোন বিন্দু 0৮1) হইতে অধিরৃত্তের (y? - 4а) তিনটি 
| afera টান! যায় [Through any point (h, К) three normals сат 

; be drawn to а Parabola (у? = &ах) ] : 

মনে কর, (am, —2am) বিন্দুতে অভিলম্বের সমীকরণ у= тх – 2am — 
ат? wf ইহা (h, К) বিন্দুগামী হয় তাহা হইলে 

k= mh — 2am — am" 
বা, am°+2am-mh+k=0 বা, am? + m(2a — h) +k = 0, 
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ইহা т-а ত্রিঘাত সমীকরণ। স্তরাং %-এর তিনটি বীজ থাকিবে। 
যে-কোন বিন্দু (h, k) হইতে অধিবৃত у°—4ах-ад উপরে তিনটি 
аң অঙ্কন করা যায়। 


মন্তব্য £ মনে কর, m-ag বাজগুলি т,, ma, m, | 
যে তিনটি বিন্দুতে অভিলম্ব অঙ্কন কর! হইবে তাহাদের স্থানাঙ্ক হইবে 
(am, *, -2am,), (am,°, _ 29119), (am, 1 —-2am,) I 


5.16. বহিঃস্থ যে-কোন বিন্দু (h, k) হইতে y' — ax অধিরিত্তের 
'দুইটি স্পর্শক টানা যায় [ Two tangents can be drawn to a 


Parabola у? = 4ах from an external point (h, К) ] : 


মনে কর, y mx + S হইল y'-dax অধিবৃত্তের "edm | যদি এই 


зї (h, К) বিন্দুগামী হয় তাহ হইলে k= mh + হইবে। 
বা, m°h-mk+a=0. 
'ইহা। т-а fare সমীকরণ | অতএব ॥-এর দুইটি মান পাওয়] wt | 
(h, К) এই বহিঃস্থ বিন্দু হইতে y! 44১ অধিবুত্তের দুইটি স্পর্শক 
টান! ata | 


:5.17. y'-4ax অধিবৃত্তের স্পর্শবিন্দুগামী জ্যা ( Chord of 

» . Contuct)-এর সমীকরণ নির্ণয় 

RS (To find the equation of the 

chord of contact of any point 

with respect to the Pa: abola 
y” *4ax) : 


মনে কর, y*—day অনিবৃত্তের 


চট Р,(&, Ji; Pi, Ja) বিন্দু 
দুইটিতে PIT এবং Р,Т এই দুইটি 
Fig. -0 স্পর্শক হইয়াছে | 
#Р\(х\, 05) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ УУ, = 2а(х + x,) . (i) 


Р(х,у) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ уу, = 200% + 25): i) 
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যদি স্পর্শক দুইটি ТОС, y) বিন্দুতে মিলিত হয় তাহা হইলে 
yy, = 28755) © (iii) 
yy, = 2a(x + Xe) 710, 

Gii) ও (v) হইতে আমরা! দেখিতে পাই যে yy = 20(х+х) এই 
সরলরেখা Qu, Y.) এবং (x. ১) বিন্দু দুইটি দিয়া যায়। অর্থাৎ এই 
সরলরেখা Т, 7 বিন্দু হইতে যে দুইটি স্পর্শক টান! হইয়াছে তাহাদের স্পর্শ- 
বিন্দু দিয় yy = 2a(x + x^) সরলরেখা যায়। 

^. (x, у) বিন্দুর স্পর্শবিন্দুগামী জ]-এর সমীকরণ হইল уу = 2a(x+ x) 

5.18. উপস্পর্শক (Subtangent) ও উপ অভিলন্ব (Subnormal) : 

P হইল অধিবৃত্তের উপর একটি 
Ral Р বিন্দুতে РТ স্পর্শক এবং 
PG অভিলম্বথ। অক্ষের উপর PN ач 
টান। = РТ এবং অভিলম্ব PG 
অক্ষকে যথাক্রমে Те G বিন্দুতে ছেদ 
করিয়াছে | PN হইল P বিন্দুর কোটি 
(ordinate) | তাহা হইলে NI-কে Fig. 51 
বলা হয় ৮-এর উপস্পর্শক এবং NG-cs বলা হয় P-এর উপঅভিলম্ব। 

5.19. উপস্পর্শক ও উপ-অভিলন্বের দৈর্ঘ্য নির্ণয় (To find 
the length of the Subtangent and the Sub-normal) : 

মনে কর, y! - dax баасаа উপর P বিন্দুর স্থানাঙ্ক (Xa, уз)! 

P বিন্দুতে স্পর্শক PI]-এর সমীকরণ হইল уу, 2a(x-tx)) — ce (i) 

যেহেতু স্পর্শক PT, ২-অক্ষকে T বিন্দুতে ছেদ করিয়াছে, অতএব T বিন্দুর 
স্থানাঙ্ক বাহির করিতে হইলে (i) নং সমীকরণে y = 0 হইবে। 

s = a ^ (idi) 
আমরা জানি, 4 মূলবিন্দু (0, 0) এবং AN= х,у, PN=y, 
T বিন্দুর সুজ —x, অর্থাৎ 447-এর দূরত x, 
wtata যেহেতু AN-x, s 4774) 
МГ= АМ+ AT=21N=-P-<র graa fasa | 
অতএব দেখা গেল Subtangent NT, 849 44-তে সমদ্বিখণ্ডিত হইয়াছে 1 
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আবার যেহেতু GNP একটি সমকোণী ত্রিভুজ, 2. PN'-TN.NG 
А EXE 
^. Sub-normal NG- PN = 25725, A - 22, 
С. NG=2a= নাভিলম্বের wes | 
993: নাভিলম্বের দৈর্ঘ্য যেহেতু ধ্রুবক, অতএব অধিবৃত্তের যে-কোন 
বিন্দুতে উপ-অভিলম্বের দৈর্ঘ্যও фт হইবে। 
5.20. পরমাত্রিক স্থানাঙ্ক (Parametric Co-ordinates) : 


আমরা জানি, y=mx+ সরলরেখাটি y*-4ax багет স্পর্শক | 


স্পরশকটির স্পর্শবিন্দুর স্থানা (5 E যেখানে т={ап 9 এবং স্পর্শক 
-অক্ষের সহিত 9 কোণে নত। 
%%-এর মান যাহাই হউক না কেন [ 
অধিবৃত্তের সমীকরণ সিদ্ধ ex | 
m=} বসাইলে (at, 2at) অধিবৃত্ত y? = 4৫2-এর উপর যে-কোন বিন্দুর 


স্থানাঙ্ক হয়। 

(at^, 201) বিন্দুটি taa সমান মানের জন্য y?-4ax чага উপর 
অবস্থিত। (at, 201) বিন্দুটিকে সাধারণত: সংক্ষেপে %” বলা হয়। 

অধিবৃত্তকে x= at*, у = 2at সমীকরণের দ্বার! প্রকাশ করা হয়। 

নিয্নলিখিত সমীকরণগুলি মনে রাখা দরকার : 

(i) (at*, 2at) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ yt— 4০৫০ 

(ii) (am, 201) বিন্দুতে অভিলম্বের সমীকরণ y + 1x = 2at + at*. 

5.31. y'-4ax অধিৰৃত্তের যে জ্যা (h, k) বিন্দুতে সমদ্বিখপ্ডিভ 
হয় তাহার সমীকরণ নির্ণয় [ To find the equation to a chord of 
the parabola biseted at the point (h, k) ] : 

মনে কর, yo mx c হইল y" = 4ах অধিবুত্তের একটি эл | 

у= тх+с সমীকরণ হইতে আমরা পাই, 


-—E 
х=? 
т 


а 
т? 


2৫) বিন্দুটি দ্বারা সবদাই 


^i 
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%*এর মান y* = 4ax সমীকরণে বসাইয়া পাই, 
(у-с) 


ei vv 
y dau 


বা, y"m—4ay + 4ас=0 
ইহ! )-এর faute সমীকরণ এবং উহার еч y,, ».. 


4৫ 
Ji +e TS 


যেহেতু (h, К) হইল জ্যা-এর মধ্যবিন্দু, 
০০ এ 
পুনরায়, যেহেতু (h, k) বিন্দু у= mx + c রেখার উপর অবস্থিত, 
অতএব k=mh+c. 
৫-কে অপনয্নন করিয়া পাই, у=тх+с 


বা, y=mx + (k —mh) বা, y-—k-m(x-h) 
বা, y-k- 2A x — i) বা, (y — k).k - 2a(x — h) 
S. নির্ণেয় সমীকরণ হইল K(y —k) = 2a(x — h). 


5.22. y'-4ax অধিরৃত্তের সমান্তরাল জ্যাগুলির মধ্যবিন্দুর 
সঞ্চারপথ হইবে একটি সরলরেখা এবং ইহ! অক্ষের সমান্তরাল 
(The locus of the middle points of а system of parallel chordszof 
a Parabola is a straight line parallel to its axis) : 

মনে কর, অধিবৃত্তের সমাস্তরাল জ্যাগুলির প্রত্যেকটি y = mx-«z সমান্তরাল 
( যেখানে M-A মান প্রত্যেক ক্ষেত্রে একই ) | 

মনে কর, (Хз, V1) এবং (x, Ya) অধিবৃত্তের উপর দুইটি বিন্দু এবং এই 
বিন্দু দুইটি যোগ করিলে যে জ্যা উৎপন্ন হয় তাহার সমীকরণ 


Ji 
х, 


৮7৮2-38-55) 


বা yi ৮2725 
* У-У. 82755 
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(Y-Y Yı ty) %-%5- | 


৬ уу*—у» Xir Xs 
al (УУ): Ja) (x-x)0 [° ya-4a —— 
^ -4a(x,—x, | (xa Xs) у, =4ах, এবং 
Yı” -Y° = 4a(x, — x3)] 


বাঃ (у —»2013 y.) = 4a(x — x1) 
বা, убу +0) у. -YY = 4a(x—x,) 
বা, (Yı +y,)—4ax,—y ya —4ax+4ax, =0 
বা, (У: +y,)=yiy e + 44% 
йа” ури 
It ya (iJ) 
যেহেতু এই জ্যা-টি y = mx-«a সমান্তরাল 
mi 4a 
JitJYs 


4a 
অর্থাৎ y; 7, = 


): ty. 2a. 
বাঃ 2 т 
মনে কর, (h, К) হইল জ্যা-এর মধ্যবিন্দুর স্থানাঙ্ক, 


2а 


k= DL = а (constant) | 


মধ্যবিন্দুর সঞ্চারপথ হইল y-2. 
ইহ! একটি সরলরেখা এবং অধিবুত্তের অক্ষের সমাস্তরাল। 
অধিবৃত্তের সমান্তরাল জ্যাগুলির মধ্যবিন্দুর সঞ্চারপথ হইবে একটি 
সরলরেখ| এবং 29] অক্ষের সমান্তরাল | 
মন্তব্যঃ অধিবৃত্তের সমান্তরাল জ্যাগুলির মধ্যবিন্দুর সঞ্চারপথ যে 
সরলরেখা সেই সরলরেখাকে অধিবৃত্তের ব্যাস বলে। 
523. পরস্পরের উপর AA এইরূপ দুইটি অধিবৃত্তের স্পর্শকের 
сабача সঞ্চারপথ হুইল উহার নিয়ামক (The locus of the 


perpendicular tangents to a parabola is the directrix) : 


আমর! জানি, y - тх + (i) 4018 y* = 4ax অধিবুতের স্পর্শক | 


тет 115 
7-এর পরিবর্তে -L লিখিলে (1) নং স্পর্শকের উপর লম্বের সমীকরণ 


হইবে у= -Ž -am л (ii) 
ইহাও অধিবৃত্তের স্পর্শক। 
(1) হইতে (1)-কে বিয়োগ করিলে স্পর্শক দুইটির ছেদবিন্দুর ভুজ পাওয়া 
যাইবে, 0- x(m sn) en) 
q х+а=0 6. X-—ü 
©. x*a-0 হইল নিয়ামকের সমীকরণ। 


উদ্দাহরণ 1. নিম্নলিখিত অধিবৃত্তের শীর্ষ (Vertex), নাভি (Focus), 
নাভিলম্ব (Latusrectum), নিয়ামক (Directrix) নির্ণয় কর। 


(0) y'-12x (ü) y*-12(x-1) 
(ii) x'-3y (iv) y»*-12x—6y-45-0 
(i) y*-12x 

বা, y'-43.x t) 


আমর! জানি, অধিবুত্তের Када y* =4ax (ii) হইলে аә স্থানাঙ্ক 
(0, 0), নাভির স্থানাঙ্ক (a, 0), নাভিলম্ব LL'—4a, নিয়ামকের সমীকরণ 
х= 4 হয়। 

y'-4.3.x অধিবৃত্তের শীর্ঘবিন্বর স্থানাঙ্ক (0, 0), নাভির স্থানাঙ্ক (3, 0), 
afea LL = 4 x 3 = 12, নিয়ামকের সমীকরণ x= —3 বা, x-3-0. 

(i) y*-12(x 1) - (j 

х+1=Х ধরিলে সমীকরণের আদর্শ রূপ 

y*=12X বা, y'-43X 

ইহার শীর্ষবিন্দু (0,0), নাভি (3,0), LL - 12, নিয়ামকের সমীকরণ 
Х=-—3 বা, x+l= -3 বা, х+4=0. 

(ii) x*=3y 

এই অধিবৃত্বের অক্ষ হইল y-ww | নাভি )-অক্ষের উপর অবস্থিত এবং 
)-অক্ষের ধনাত্মক দিকে বিস্তৃত i 

x's3yp বা, ০০১৮4.) 
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Ifa (0,0), নাভি (0,3), নাভিলম্ব LL =4a=4 x 173, নিয়ামকের 
সমীকরণ у= —a, অৰ্থাৎ )= -& বা, 4y+3=0. 
(iv) y°+12x—6y+45=0 
বা, (y—3)°—-9+12+45 
বা, (ў—3)* = —12х- 36 
বা, (у—3)%= —12(х+3) 
x+3=X এবং у-3= У ধরিলে সমীকরণের আদর্শ রূপ হইবে 
Y? = —4.3.X. 
aitas (Negative) চিহ্নের অর্থ অধিবৃত্ত *-অক্ষের ধনাত্মক দিকে 
অবস্থিত। ইহার শীর্ষ (0, 0), নাভি (—3, 0), নিয়ামকের সমীকরণ X = 3. 
যেহেতু x=X-3, у=Ү+3 
S. প্রদত্ত সমীকরণের জন্য শীর্ষ (—3,3), নাভি (—6, 3), নিয়ামকের 
সমীকরণ x=0, নাভিলম্ব LL =12. 
উদ্দীহরণ 2. নিয়লিখিত অধিবৃত্তের শীর্ষ (Vertex), নাভি (Focus), 
নাভিলম্ব (Latusrectum), নিয়ামক (Directrix) নির্ণয় কর : 
-x° +6х-у+4=0. 
x°+6x-y+4=0 বা, (x+ 3)” =(у +5) 
(х+3)=Х, у+5=Ү ধরিলে সমীকরণের আদর্শ রূপ হয় Х° =Y, 
X° -44 Y. 
. ইহার শীর্ষ (0, 0), নাভি (0, 2), নাভিলম্ব =1, নিয়ামকের সমীকরণ 
Y= 2 
যেহেতু x= X —3, y=Y-5, অতএব প্রদত্ত সমীকরণের শীর্ষ ( — 3, — 5), 
নাভি (-3, —329) afea LL =1, নিয়ামকের সমীকরণ y= — 2⁄2 
বা, 4у+21 =0. 
উদ্দাহরণ з. у" =12рх অধিবৃত্রটি (3,2) বিন্দুগামী। ইহার 
নাঁভিলঙ্গ, নাভি ও নিয়ামকের সমীকরণ নির্ণয় কর। 
যেহেতু (3, 2) বিন্দুটি * = 127%-এর উপর অবস্থিত, 
`. 4=12р3 ep-i 
. y*-Mix-$x-44x 


v a = = 
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`, নাভিলম্ব LL =}, নাভি (š, 0), নিয়ামকের সমীকরণ x= _$. 
বা, 3x 41-0. 


উদাহরণ 4. (—1, 1) বিন্দুতে যাহার নাভি এবং x+y + 1-0 যাহার 
'নিয়ামকের সমীকরণ সেই অধ্ধবৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর। 

মনে কর, অধিবৃত্বের উপর Р(х,у) যে-কোন একটি বিন্দু এবং নাভি 
€5)-এর স্থানাঙ্ক (— 1, 1). 

এখন SP- V(x*1) *(y-1) 
zu 


নিয়ামক ২+) + 1-0 হইতে P বিন্দুর দূরত্ব = 
যেহেতু P হইতে নাভি ($)-এর দূরত্ব ЫЕ 


т ер ea LLLI 
.. М(х+ 1) +(y— 1) y2 


2 
বা, 25:3 2x 2 29e e +y +1+1җу+зу+ 


বা, х*+у*+2х—2ху-бу+3=0 
*. অধিবৃতের সমীকরণ হইল х*+у°+2х-2ху-бу+3=0. 


উদাহরণ 5. একটি অধিবৃত্বের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার শীর্ষ (2, 4), 
নাভি (6, 4)1 

এখানে শীর্ষ (Vertex) এবং নাভি (Focus) যোগ করিলে যে সরলরেখা 
হইবে উহ| %-অক্ষের সমান্তরাল | এখানে নাভি, শীর্ষবিন্দুর ডানদিকে অবস্থিত 
হইবে। 

2. a= /ঠ-7০76&-3)-4 

অধিবৃত্তের সমীকরণ (y - k)’ = 4a(x— h) 

বা, (y-4)-44(x-2) 

4l y*'*16—8y—16x 432-0 

বা, y!-8y—16x-- 48-0. 

উদ্দাহরণ 6. অধিরৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার শীর্ষ হইল মূলবিন্দু 
এবং নাভি (i) (—4.0) (i) (4,0) (iii) (0, —4) (iv) (0,4). 

(i) অধিবৃত্তের অক্ষ হইল %-অক্ষ এবং ইহা! »-অক্ষের ধনাত্মক দিকে বিস্তৃত — 
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যেহেতু নাভিলম্বের দৈর্ঘ্য -4.4-16 
নির্ণেয় সমীকরণ y? = —16х, 
(ü) অধিবৃত্তের অক্ষ হইল %-অক্ষ এবং ইহা৷ ৮-অক্ষেরধনাত্মক দিকে RFT | 
যেহেতু নাভিলম্বের দৈর্ঘ্য -4.4-16 
2 бс সমীকরণ y? = — 16x. 
(iii) অধিবৃত্তের অক্ষ হইল )-অক্ষ এবং ইহ! )-অক্ষের ধনাত্মক দিকে বিস্তৃত 1 
যেহেতু নাভিলম্বের দৈর্ঘ্য = 4x 4- 16 
. নির্ণেয় সমীকরণ х? = – 16у. 
(iv) অধিবৃত্তের অক্ষ )-অক্ষ এবং ইহ্‌! )-অক্ষের ধনাত্মক দিকে বিস্তৃত i 
যেহেতু নাভিলম্বের দৈর্ঘ্য — 4» 4—16 
', নির্ণয় সমীকরণ х2 = 16). 
Satgas 7. y?=4x অধিবুত্তের (1, 3) বিন্দুতে স্পর্শক ও অভিলন্বের 
সমীকরণ নির্ণয় কর |. - i 
y? =4ах অধিবৃত্তের (ху, y,) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 
уу =2a(x + xi) 
এখানে a-1,x,-1, у. =3 
(ose у®=4х অধিবৃত্তের (1, 3) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 
y.3=2.1 (x 1) 
а 37- 2222-0. ' usd 


(xu уз) বিন্দুতে অভিলদ্বের সমীকরণ y —y, = Зх x) 


‚ боба সমীকরণ y-3- 2 x-1) 


41, 3x +2y -9 =0. 
অন্য প্রণালী £ (1,3) বিন্দুতে ——ÀiÜ 2x—2=0. 
3y—-2x—2=0 সরলরেখার উপর «" যে-কোন সরলরেখার সমীকরণ 
OHNE 0 
যেহেতু ইহ! (1, 3) বিন্দুগামী 
“. 23+3.1+К=0 = К=—9 
2. অভিলঞ্বের সমীকরণ হইল Эх+2у—9-0. 


যাহা х-у+3=0 সরলরেখার সমান্তরাল 1 
х-у+3=0 সরলরেখার সমান্তরাল যে-কোন সরলরেখার সমীকরণ 
х-у+К=0 0) 
বা, y=x+k 
у? = 8х সমীকরণে у- aq মান বাইয়া পাই, 
(x--k)* = 8x 
বা, x*-c-k?-t2kx—8x-0 
বা, x'xQk-8)-k*-0 = = (ii) 
^ ইহা *-এর দ্বিঘাত সমীকরণ। х-у+К=0 স্পর্শক হইবে যদি (1)-এর 
বীজদ্বয় পরস্পর সমান হয়। 
| অর্থাৎ যদি (2k — 8)? —4k2—0 হয় 
বা, 4k3--64—32k—4k9?-0 у. k-2 
SQ নিৰ্ণেয় স্পর্শক х-у+2=0. 
উদাহরণ 9. দেখাও যে )--| সরলরেখা у? =42-কে স্পর্শ করে. 
এবং স্পর্শবিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 
আমরা জানি у= тх с সরলরেখ! y*—4ax অধিবুত্তের স্পর্শক হইবে 
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উদাহরণ 8. у? 8৯% অধিবৃত্তের একটি স্পর্শকের সমীকরণ নির্ণয় কর 
г 


— e 


/ 
যদি ০-% হয়। 
এখানে у=х+1 সরলরেখায় т=1, с=1, এবং y?-4x হইতে 
a-1* i 
л ৪-ক৮1-৫ (s c=1) 
a 
এখানে ০.7 হইল | 


у=х+1 সরলরেখা y3-4x wfaques স্পর্শক। 
অন্য প্রণালী £ y?-4x 


বা, (х+1)2=4х (` у=х+1) 
বা, х?+1+2х-4х=0 
বা, x?-2x41-0 বা, (%-1)8-0 e cg 


এখন у=х+1 ০. r 2 
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Vo у=х+1 সরলরেখ! y? = 4x অধিবৃত্তকে স্পর্শ করে ‘এবং স্পর্শবিন্দু 
স্থানাঙ্ক (1, 2) 

উদ্দাহরণ 10. প্রমাণ কর যে Ix+my+n=0 সরলরেখা у" =4ах 
অধিবৃত্কে স্পর্শ করে যদি am? = In হয়। 


Іх+ту+п=0 বা, х= 7722 et (i) 


у? =4ах এতে %-এর মান IAT পাই, 


বা, ly?- —4a(my + n) 

বা, ly*-c4amy + 4an - 0 (i) 

Ix+my+n=0 সরলরেখা y*-4ax-ce স্পর্শ করিবে যদি Gi) নং 
সমীকরণের বীজদ্বয় সমান হয়, 

অর্থাৎ যদি 1€a*m* —41—4an=0 হয়, 

অর্থাৎ যদি ат? = In হয়। i 
. .. উদাহরণ 11. y?-8x অপিবৃত্ের যে জ্য! (2, 3) বিন্দুতে সমদ্বিথণ্ডিত 

হয় তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর। 

আমরা জানি, у? = 4ах অধিবৃত্তের যে জ্যা (h, k) বিন্দুতে সমদ্বিখণ্ডিত হয় 

তাহার সমীকরণ k (y — К) = 2a(x— h) 


qb 3(y-3)-22(x-2) 
বা, 3y-9-4x-8 
বা, 4x-3y+1=0. 


emaii 5 
1. নিয়লিখিত অধিবৃত্তগুলির শীর্ষ (Vertex), নাভি (Focus), atear 
(Latusrectum) এবং নিয়ামকের (Directrix) সমীকরণ নির্ণয় কর | 
(i) x*-9x (ii) x*+6x-3y+6=-0 
(iii) y*+4x-2y+2=0 
2. অধিবৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার 


(i) নাভির (Focus) স্থানাঙ্ক (2, 0), নিয়ামকের (Directrix) সমীকরণ 
x-0. 
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Gi) নাভির (Focus) স্থানাঙ্ক (0, 4), নিয়ামকের (Directrix) সমীকরণ 
у=0. 

Gii) নাভির (Focus) স্থানাঙ্ক (-2, 0), নিয়ামকের (Directrix) 
সমীকরণ x -2. 

(v) নাভির (Focus) স্থানাঙ্ক (0, 0), নিয়ামকের (Directrix) সমীকরণ 
y-4. 

3. নিম্নলিখিত অধিবৃত্বগুলির শীর্ষ, নাভি, নাভিলম্ব ও অক্ষ নির্ণয় কর £ 

(i) y2-4y+4x=0 (ii) x?—2ax-*2ay-0 

Gii) x?-4x44y-0 

4. অধিবৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার শীর্ষবিন্দু হয় ча এবং নাভি : 

(0) Q,0 (i (—5,0) (iii) (0, _3) (iv) (0,2). 

5. y*-4ax অধিবৃত্তটি যদি (2, —3) বিন্দুগামী হয় তাহা হইলে নাভি, 
নাভিলম্বের দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 

6. &у-1)#= —7(x—3) অধিবৃত্তের শীর্ষ, নাভি এবং নাভিলম্ব 
নির্ণয় কর। : 

7. «багет সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার নাভি এবং নিয়ামকের সমীকরণ 
নীচে দেওয়া হইল £ 

G) নাভি (3, —4), নিয়ামক 6x—7y= 5 

(i) নাভি (3, —2), নিয়ামক 2x-y 4 3-0 

(ii) নাভি (0, 1), নিয়ামক 5x 12y- 13-0 

(iv) নাভি (0, 0), নিয়ামক 2x*y— 1-0 

8. y'-l6x অধিবৃত্ের উপর এমন একটি বিন্দু নির্ণয় কর যাহার 
১-্থানাঙ্ক »-্থানাঙ্কের fees 1 

9. অধিবৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার (0) নাভি (5, 0), নিয়ামক 
3х-4у+2=0. Gi) নাভি (0, —4) এবং নাভিলম্ব 16 এবং নিয়ামক 
এ-অক্ষের সমান্তরাল । (i) শীর্ষ এবং নাভি хеста উপর অবস্থিত এবং 
মূলবিন্দু হইতে যথাক্রমে ০ ও a quu অবস্থিত। (iv) নাভি (5, 3) এবং 
নিয়ামক (1, 1) বিন্দুগামী এবং 3x—4y + 5 =0 সরলরেখার সমাস্তরাল। 

10. প্রমাণ কর যে у*+2ах+2һу+с=0 একটি অধিবৃত্তের সমীকরণ 
যাহার অক্ষটি %-অক্ষের সমান্তরাল এবং ইহার শীর্ষবিন্দু নির্ণয় কর। 
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11. бабе সরলরেখা ও অধিবৃত্তের ছেদবিন্দুগুলি নির্ণয় কর : 

(i) у=3х—1 এবং y*=4x 

(ii) 3x+2y=30 এবং 4y* » 812 

12. 3y*-4x অধিবৃত্তের নাভিলম্ব ও নাভি নির্ণয় কর এবং 2х—3у=0 
সরলরেখা যে বিন্দুগুলিতে 3y*-4x অধিবৃত্তকে ছেদ করে তাহার স্থানাঙ্ক 
নির্ণয় কর। 
13. দেখাও যে নিয়লিখিত সরলরেখা অধিবৃত্তকে স্পর্শ করে এবং প্রতি 
ক্ষেত্রেই স্পর্শবিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 

(i) у=х+1 সরলরেখা y? -4%-কে স্পর্শ করে। 

(ü) 3y=x+3 সরলরেখা y? = 3%-কে স্পর্শ করে | 

(ii) 4х—2у+3=0 সরলরেখা y? = 12%-কে স্পর্শ করে। 

14. যদি 2%+3) =! সরলরেখা y? = 4ax অধিবৃত্বকে স্পর্শ করে তাহা 
হইলে নাভিলম্বের দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 

15. কি শর্তে ах+Бу+с=0 সরলরেখা y? ME অধিবুত্তকে স্পর্শ 
করিবে তাহা নির্ণয় কর। 

16. у®=8х অধিবৃত্তের স্পর্শকের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহা 

(i) 2х—3у+7=0 সরলরেখার সমান্তরাল ; 

(ii) у—3х—1=0 সরলরেখার উপর 99| 

17. প্রমাণ কর х+у=1 সরলরেখা у= x—x° অধিবৃত্বকে স্পর্শ করে। 

18. প্রমাণ কর у=тх+с সরলরেখ| у*=4а(х+а) অধিবৃত্তকে 
স্পর্শ করিবে যদি с= та+ হয়। 

19. অধিবৃত্বের স্পর্শক এবং অভিলম্বের সমীকরণ নির্ণয় কর : 

(i) у*=9х অধিবৃত্তের (4, 6) বিন্দুতে ; 

(ii) y? — 12x অধিবৃত্তের নাভিলম্বের শেষ ছুই প্রান্তে; 

(iii) x*=8y অধিবৃত্তের (—4, 2) বিন্দুতে 1 

20. y'-9x অধিবৃত্তের স্পর্শকের সমীকরণ নির্ণয় কর qt) (4, 10) 


বিন্দুগামী। 
21. у*=4ах অধিবৃত্তে একটি বিন্দু নিৰ্ণয় কর যেখানে ওঁ বিন্দুতে 
অভিলম্ব অধিবৃত্তের অক্ষের সহিত 30° কোণে == | 


শঙ্কচ্ছেদ 123 


22. y*-8x অধিবৃত্তের একটি স্পর্শক у=3х+5 সরলরেখার সহিত 
45° কোণে নত। @ ріс সমীকরণ নির্ণয় কর এবং স্পর্শবিন্দুর স্থানাঙ্ক 
নির্ণয় কর | 

23. প্রমাণ কর যে 2х+4у=9 সরলরেখা y? = 8х = агат অভিলঙ্ব | 
অভিলম্বের পাদবিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর i 

24. প্রমাণ কর যে y-2x-1-0 সরলরেখ! у°=8х অধিবৃত্তের 
স্পর্শক এবং স্পর্শবিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর | 

25. y*'-4ax অধিবৃত্তের (am,", _ 2471) বিন্দুতে অঙ্কিত fear 
পুনরায় অধিবৃত্তকে (012°, – 2am,) বিন্দুতে ছেদ করে | 

প্রমাণ কর m,’ +m.m., +2 = 0. 

26. y*'-gx অধিবৃত্তের (—1, —2) বিন্দু হইতে স্পৰ্শবিন্দুগামী জ্যা-এর 
সমীকরণ নির্ণয় কর। 

27. )*= 5% অধিবৃত্তের যে ӘЛ (3, -2) বিন্দুতে সমদ্বিখণ্ডিত তাহার 
সমীকরণ নির্ণয় কর। 

28. y*-4ax ও x'-4by অধিবৃতৃদ্ধয়ের সাধারণ স্পর্শকের সমীকরণ 
নির্ণয় কর। 

29. y*-4ax অধিবৃত্তের একটি জ্যা-এর সমীকরণ у=тх+с হইলে 


দেখাও যে জ্যাটির зең. (s. 2) হইবে। 


= exegtzi 
উপরত্ত (Ellipse) 

6.1. Aga এমন একটি শঙ্কুচ্ছেদ (Conic Section) যাহার উৎকেন্দ্রতা 
e<l. উপৰৃত্তের শীর্ষ, নাভি, নিয়ামক, উৎকেন্দ্রতা ইত্যাদি সম্বন্ধে নীচে 
আলোচন! করা হইল | 

চিত্রে নির্দিষ্ট বিন্দু S হইল উপবৃত্তের নাভি। নির্দিষ্ট সরলরেখা ZM 
নিয়ামক। উপবৃত্তের উপর P একটি Ral SP যোগ কর। P হইতে 
‘নিয়ামক ZM-এর উপর PM ач Sta | 


$Р 
এখন РМ” যেখানে ecl. 


নিয়ামক ZM-«a উপর SZ qw টানা হইল। SZ রেখাকে পরাক্ষরেখ। 
(Line of Major Axis) বলা হয়। পরাক্ষরেখা SZ উপবৃত্তকে A বিন্দুতে 
‘ছেদ করিয়াছে। এই 4 বিন্ুকে উপবৃত্ের শীর্ষবিদ্দু (Vertex) বলে। এখন 
-ZS- বধিত কর! হইল ( উপবৃত্তের উপর-যে প্রান্তে А আছে তাহার বিপরীত 
প্রান্তের দিকে )| যেহেতু ecl, 25-এর বধিতাংশের উপর এমন একটি 


Й SA 
বিন্দু ( A) পাওয়া যাইবে যেন Tz 
উপবৃত্তের উপর অবস্থিত আর একটি বিন্দু। এই AC বিন্দুকে উপরৃত্তের দ্বিতীয় 
শীর্ষবিন্দু বলে। শীর্ষবিন্দু 4 ও /4-এর যধ্যবিন্দুকে কেন্দ্র (Centre) বলে। 


=e (যেখানে e<l) হয়। A হইল 
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সাধারণতঃ কেন্দ্রকে C দ্বারা সুচিত করা হয়। কেন্দ্র C দিয়া পরাক্ষরেখার: 
(Major Axis) উপর sm টানিলে যে জ্যা হয়, তাহাকে উপাক্ষরেখা (Minor 
Axis) বলে। নাভিগামী যে জ্যা পরাক্ষরেখার উপর аҹ তাহাকে উপবৃত্তের' 
নাভিলম্ব বলে। বীরেন সার এটি SII বাতি ও fia খাকে।. চিত্রে, 
S আরও একটি নাভি এবং ZM আর একটি নিয়ামক। 

এখানে CS= CS, CZ-CZ. 


63. কেন্দ্রকে মূলবিন্দু, পরাক্ষরেখাকে *-অক্ষ, উপাক্ষরেখাকে 
অ-অক্ষ ধরিয়া উপৰুত্তের সমীকরণ নির্ণয় (To find the equation: 
of an ellipse taking the centre as Origin and the Major Axis as 
x-axis and Minor Axis as y-axis) : 

মনে কর, S নাভি, ZM নিয়ামক। নাভি S হইতে নিয়ামকের উপর SZ 
লম্ব টান। А ও A দুইটি শীর্ষবিন্দু। মনে কর, উপবৃত্তের কেন্দ্র C হইল, 


| CX- অক্ষ এবং CY-কে )-অক্ষ ধর। মনে কর, haces 
উপর Р(х, y) যে-কোন একটি বিন্দু। СХ-ҹа উপর PN sm এবং ZM-এর: 
উপর PM ач টান। SP যোগ কর। 
54 AU. ; 
এখন az"* 4 бА=е.АХ 4; (i) 
SA ^ d Z. 
এবং F E AED КАГУ. =e. Z ... (ii) 


মনে কর, AA -2a. যেহেতু C যূলবিন্দু .'. CA-CA'-a 
এখন SA- СА-С5, AZ- CZ- CA 
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(i) নং হইতে পাই 54 842 
বা, (CA-CS)- ((CZ— CA) 


বা, a—CS- e(CZ—a) (iii) 

পুনরায় SA —eAZ বা, (CS+ CA^) - (CZ + 04) 
4, (CS*a)-e(CZ +a) + (iv) 
(iv) হইতে (iii) বিয়োগ করিয়া পাই, CS= ae (у) 


(ii) ও (v) যোগ করিয়া পাই, а-еС2 বা, ০৪৫ qui 


এখন SN-CS—CN-ae-x 
SP=ePM = eNZ - e(CZ - CN) 
SP-a—ex (` eCZ-a, eCN-x) 
যেহেতু SP? = SN? + PN* 
- (a—-ex)* + (ae х)? 4 y* 
বা, এ: +е?х? – 2aex = e*e* + x° — 2aex + y? 


বা, x'(I—e*)--y* - a*(1— e?) ы 
উভয়পক্ষকে a^(1 — e?) দ্বারা ভাগ করিয়া পাই, 
xs ^ ў E: ^ UE 
а* ge 0). 


যখন х=0, у= +a И] 62 


দেখা যাইতেছে যে )-অক্ষ উপরৃত্তকে দুইটি বাস্তব বিন্দু ৪ ও B co 


V <!) ছেদ করে। 


В ও В বিন্দু দুইটি হইল C বিন্দুর বিপরীত পাশ্বন্থ এবং СВ=СВ'| 
ইহাদের প্রত্যেকের সাংখ্যমান a /] ei. 
এখন СВ=СВ'-ау/ү—е%=Ь ধর) তাহা হইলে a'(1 e?) = b*. 


(уй) নং সমীকরণ হইতে পাই, 


xt. 
tps e (viii) 
з 


উপবৃত্তের নির্পের সমীকরণ হইল হলে a] 


CO^.-————————ÀÉÁ—UT-4 GO À 
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অনুসিদ্ধান্ত £ i 
() পরাক্ষের দৈর্ঘ্য (АА) = 24. 
(i) উপাক্ষের দৈর্ঘ্য (ВВ) = 2b. 
(ш) b-avl-e* বা, b'-a'(l — e°) 
বা, at'e-a?—b? 4], е*=1 ub. 


a 
e-A/ 1 -% 
(iv) এখন যদি a=b হয় তাহা হইলে (viii) নং সমীকরণ হইতে পাই, 
девуи? ইহ! একটি বৃত্তের সমীকরণ । .'. যে উপরৃত্তের অক্ষ দুইটি 


সমান সেটি একটি বৃত্ত এবং e= J1-1=0 হয়। 
63. প্রমাণ কর উপবৃত্তের দ্বিতীয় নাভি 5 এবং দ্বিতীয় 
নিয়ামক Z Mi 
AC-c বধিত করিয়া ( ৮-অক্ষের ধনাত্মক দিকে ) তাহার উপর S“ এবং 
Z দুইটি বিন্দু এমনভাবে লও যেন CS = CS, CZ = С2 হয়। 
42-এর উপর M Z লম্ব টান। 
CS -ae, eCZ =a 
SN= CS + СМ=ае+ x 
(ae- х) +у? -(a—ex)" সমীকরণে উভয় পক্ষকে 496% যোগ 
করিয়া পাই, 
a?e? + x? — 2аех + y? + 4aex = a? + e* x° — 2aex + 4аех 
বা, (ae x) *y*-(a* ex)* 
বা, (SN)! +у° = e'(CZ + CN)* 
বা, (SN)«y'-e (PM) (` PM =NZ =CN+CZ) 
বা, (SN) + Р№ = (ePM^)* 
বা, SP'-ePM^ (> 5р? = 5° + Р№) 
S'P-ePM* ` 
o 5 কে নাভি, ZM ce নিয়ামক, ৫ কে чені লইলে একই 
উপবৃত পাওয়া যাইবে I 
^. প্রত্যেক উপবৃত্বের দ্বিতীয় নাভি S এবং দ্বিতীয় নিয়ামক 274 থাকে। 
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মন্তব্য 2 (i) যেহেতু СА-а, CA = —a, CS=ae, CS = —ae 
শর্ষবিন্দদয়ের স্থানাঙ্ক Ala, 0), 4(_ 4১0) এবং নাভিছয়ের স্থানাস্বং 
5(ае, 0), S(— ae, 0) 1 
(ii) আবার যেহেতু eCZ=a, eCZ = —a 


নিয়ামক 274-এর সমীকরণ x-CZ-^ 
বা, ex-a বা, ех--а=0 
এবং নিয়ামক 274-এর সমীকরণ x= CZ = -$ বা, ех+а=0. 


; (53 নং চিত্র ধরিয়া প্রমাণ করা হইল ) 
64. নাভিলন্বের দৈর্ঘ্য নির্ণয় : 


Fig. 54 


29 2 
মনে কর 2+5=1 উপবৃত্তের 5 নাভি। atfer [এর ' দৈর্ঘ্য 


নির্ণয় করিতে হইবে। আমরা জানি CS= ae, নাভি 5-এর স্থানাঙ্ক (ae, 0) 1 
L বিন্দুর স্থানাঙ্ক (ае, SL) এবং ইহা উপবৃত্তের উপর অবস্থিত। 
"ee. SE. a Lice 
51° =b -e)a ELD Lg P 
[** b3-a'(1-e*] 
বা, SL - 5 455৮8 


Е! 
EC LL'-25L-25-. 
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6.5. প্রমাণ কর যে উপরৃত্তের উপরিস্থিত যে-কোন বিন্দুর 

নাভি দুইটি হইতে দুরত্ব দুইটির যোগফল পরাক্ষের সমান। অর্থাৎ 

р যদি উপৰৃত্তের উপরিশ্থিত যে কোন বিন্দু হয়, তাহা হইলে 

SP-SP-AA হইবে (The sum of the focal distance of any 
point on an ellipse is constant and equal to the major axis) : 


з уз 
মনে কর, pel উপবৃত্তের উপর Р(х, y) যে-কোন একটি বিন্দু। 


এখন SP= ePM = eNZ =e(CZ— СМ) = eCZ — eCN —-a- ex 
SP-e.PM = eNZ -e(CZ + CN) = eCZ + eCN =a + ex 
SP+SP=a-ex-+a+ex=2a= AA. 


মন্তব্যঃ 53 নং চিত্র ধরিয়া প্রমাণ করা হইল 1 


m OPN* СВ? 
6.6. প্রমাণ কর or AN cae 
মনে কর, উপবুত্তের সমীকরণ хуз! 
3 2 
al ^ NON EOM EIE x} 
РЇ? _(AC+ CN)XAC— CN), AN AN 
QUE POE PET трае 5 
РМ (b CB 
ANAN а? СА? 
САРИ" ЭЛ СВ? 
ANAN Са" ` 


মন্তব্য ? 53 নং চিত্র ধরিয়া প্রমাণ করা হইল। 
1. কেন্দ্র C(0, 0)-কে মূলবিন্দু, পরাক্ষকে ১-অক্ষ ; উপাক্ষকে )-অক্ষ 


2 2 
ধরিলে উপরৃত্তের সমীকরণ হইবে + 1. 


2. নাভি S(ae, 0)-C মূলবিন্দু, পরাক্ষকে %-অক্ষ এবং পরাক্ষের উপর 
S বিন্দুতে aste )-অক্ষ ধরিলে উপবৃত্তের সমীকরণ হইবে 


(x + ae)” y* ir^ 
mag’ ” ^ 
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3. শীর্ষ Ala, 0)-কে মূলবিন্দু, পরাক্ষকে %-অক্ষ, পরাক্ষের উপর 4 বিন্দুতে 
2 з 
ANF )-অক্ষ ধরিলে উপবৃত্তের সমীকরণ হইবে erm -1. 
4. 85 0)-কে মুলবিন্দু, 7Х-® xam, ZM-কে )-অক্ষ ধরিলে 


a 
xXt-]s а 
উপরুত্বের সমীকরণ হইবে ei * z =1. 
Ар =] উপবৃতের (53 নং চিত্র ধরিয়া) নাভি, শীর্ষ, ইত্যাদির 
স্থানাঙ্বগুলি নিয়ে দেওয়! হইল : 


Aha উপবুত্তের (а>) কেন্দ্র C, নাভিদ্বয় 5 ও S әт 


АА ইত্যাদির *tatrefa এবং নাভিলঙ্বদ্বয় LL ও L,L^-«z দৈর্ঘ্য, 
নিয়ামকছয়ের সমীকরণ ইত্যাদি নিয়ে দেওয়া হঈল। এইগুলি মনে রাখা 
একান্ত প্রয়োজন | 

(i) কেন্দ্র ০-এর স্থানাঙ্ক (0, 0) 

(i) fag 4 ও А স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (a, 0), (—а, 0). 

(iii) Ве এর স্থানাগ্গ যথাক্রমে (0, Б), (0, —b). 

(iv) SS“ ag স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (ae, 0), ( — ae, 0). 

(у) 28 Z“এর স্থানাঙ্ক যথাক্রমে Ë 0), (-5 o). 

(vi) পরাক্ষের দৈর্ঘ্য AA =2a. 

(vii) উপাক্ষের দৈর্ঘ্য BB = 2b. 

(ий) নাভিলঙ্গের দৈর্ঘ্য Lp =. 

(x) উৎকেন্ত্রতা e= TA -2y 

(х) নিয়ামক ZM-«3 সমীকরণ ех-а=0. 

নিয়ামক Z M -aa সমীকরণ ¿x + a=0. 
(xi) পরাক্ষের সমীকরণ у—0, উপাক্ষের সমীকরণ x 70. 


(xii) নাভিলশ্ব LL-এর সমীকরণ х= ae. 
নাভিলম্থ 1.,1,-এর সমীকরণ х= —ae. 
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মন্তব্য £ 1. উপবৃত্তের যখন পরাক্ষ )-অক্ষ বরাবর এবং উপাক্ষ хог 
2 2 
বরাবর হয় তখন উপবৃত্ের সমীকরণ হয় চুর t= 1, (>а). 


যদি কোন সময় boa হয়, তাহা হইলে উপরের уай এ-এর পরিবর্তে b 
এবং /-এর পরিবর্তে а ধরিলেই প্রয়োজনীয় ফল (result) পাওয়া যাইবে। 
2. পরাক্ষ %-অক্ষের সমান্তরাল, উপাক্ষ )-অক্ষের সমান্তরাল এবং কেন্দ্র 
০-এর স্থানাঙ্ক যদি (h, k) হয় তখন উপবৃত্তের সমীকরণ হয় 
—hy _ o° 
s ) +00" Л 


67. যে-কোন নাভি ও নিয়ামক লইয়া উপৰৃত্তের সমীকরণ 
নির্ণয় (To find the equation of a parabola when its focus and the 
equation of directrix are given) : 


মনে কর, নাভি 5-এর স্থানাঙ্ক (h, К), নিয়ামক 274-এর সমীকরণ 
їх+ту+п=0 এবং উৎকেন্দ্রতা e| উপবুত্তের উপর Р(х, у) যে-কোন 
“একটি বিন্দু লও। SP যোগ কর। Р হইতে নিয়ামকের উপর PM sx টান। 

$Р=еРМ 
বা, SP'-e'PM*. » (i) 

এখানে 5 বিন্দুর স্থানাঙ্ক (h, k), P বিন্দুর স্থানাঙ্ক (x, y) | 

Р? = (x —)* + (y —k)?. 

P (x, y) হইতে Ix + my + n= 0-99 উপর exte; 


Ix my +n 
PM- VIT m 
(Ix + my + n)? 
Pim 


(i) নং সমীকরণ হইতে পাই, 


(x— h° +0 —k)° = edm n)! 


ইহাই হইল ті সমীক্রণ। 


বা, РМ? = 
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29 2 
68. у=шх+е সরলরেখ। st =l উপবৃত্তকে স্পর্শ 
করিবার গত; (То M the condition that у=тх+с may touch 


the te ellipse а Ti ৮০7 1): 


у=тх+ c হইতে ১-এর মান A =1 সমীকরণে বসাইয়। পাই, 
+ (mx tc)? Ni 
m” + b° 
বা, ৮25৫5 + amex? -- a?c? + 2a?cmx — a?b? =0 
বা, x*(b?--a?m?)-2a?cm.x - а*(с* — b?) =0. 
* ইহা xaa দ্বিঘাত সমীকরণ এবং এ-এর দুইটি বীজ আছে। অতএব 


সরলরেখ| উপবৃত্তকে দুইটি বিন্দুতে ছেদ করে। এই দুইটি ছেদবিন্দু যখন একটি 
মাত্র ছেদবিন্দুতে সমাপতিত হয় তখন এ সরলরেখাটি উপবৃত্তকে স্পর্শ করে। 


সরলরেখাটি উপবৃত্তকে স্পর্শ করিবে যদি এই বীজ দুইটি সমান হয়| 
এই বীজ দুইটি সমান হওয়ার শর্ত হইল 
4ate°m° — 4(a*m* +05)5(০ — b2) =0 
বা, a^m?c* —(a°m° + b?)(c* —b°) =0 
4l, a*m?c* — a*m*?c* + a^m?b?  b* — b?c? =0 
বা, Бс = Бат? + b°) 
বা, c'-a*m* 405 
c= + vam +b’ 
c= + „ат? + b°) হইলে y = mx + c সরলরেখাটি 


e^ i উপবৃত্বকে স্পর্শ করিবে | 


মন্তব্য £ т-ай মান শূন্য ছাড়া যে-কোন মানেই у=тх+ 
Vam’ +b? এবং у=тх— „Јан Ба সরলরেখা দুইটি 


т? 
2 z^ =! উপবৃত্তের দুইটি স্পর্শক হইবে | 
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69 y=mx+e সরলরেখার সহিত х, + У —1®°{ Г fen 
জ্যা-এর দৈর্ঘ্য fenfu (To find the length оў the chord of the 


2 2 
ellipse E £n = ] intercepted on the line y ^ mx c) : 


1 218 А 
মনে ®,у=тх+с -- (i)  সরলরেখা gp © (ii) 
উপরৃত্তকে P (x,, y.) এবং 0 (x,, Va) বিন্দুতে ছেদ FTA | 
(i) নং হইতে у-9 মান লইয়া (ii) নং সমীকরণে বসাইয়| পাই, 


x° (mx c) 4 
a? b? 
al (b° + a°m°)x° + 2mca^x-- a* (c? — b?) =0 
ইহা! *-এর faute সমীকরণ এবং x-aq দুইটি বীজ। 
মনে কর, বীজদ্বয় 2৫, এবং хь, 
t 2та?с .a*(c* —b° 
X, +Xs= Lam pe фәр pn, 
(xi —3X3)* (x; + x,)* —4X;Xs 
. Am"ca' Айе еру 
(am* xb?) гат? +?) 
24484 m° + b° — e° ) 
(a*m* +b") 
যেহেতু y = mx + c সরলরেখা। (xi, уз) এবং (Xas y.) ЇЙ 
7. уу=тху+с 
ys =mx, + c 


— ys =m(x, — x,) 
নির্ণয় জ্যা-এর দৈর্ঘ্য = Vix, xa) + (уу ya 
= J(I2m*yxi—x,) 


_ 24 V] + m° Ја?т? + b° — c 
аёт? + b° 1 
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মন্তব্য £ у=тх+с সরলরেখা 2+ 2-1 উপৰৃত্তের স্পর্শক হইবে 
যদি ৮ ও Q দুইটি বিন্দু P বিন্দুতে সমাপতিত হয়, 
অর্থাৎ যদি জ্যা (2০)-এর দৈর্ঘ্য =0 হয়, 
অর্থাৎ যদি | a*m? xp? —с* = 0 হয়, 
অর্থাৎ যদি c° = a*m* + b° হয়, 
অর্থাৎ যদি c= + Va*m? xp? হয়| 
с= + „Ја + b হইলে, y ^ mx + с সরলরেখা 


42 স্পর্শক হইবে। 
640. * she উপরৃত্তের (х,у) ЗРЯ সমীকরণ 


নির্ণয় [To find the equation of tangent to an ellipse Ü ৫5 ৯+১ =1 at 


5 
(Xi, »2]: 
মনে কর, Ei উপবৃত্তের উপর Р (x1, yi) ছাড়া 0 (x, y.) 


একটি অপর বিন্দু। 
Р(х, ул) এবং О (хь, y.) атай সরলরেখার সমীকরণ 


এ (0) 
যেহেতু (х1, уа), (Xs, Ya) fase উপরৃত্বের উপর অবস্থিত 
EA х1 রা (di) 
$t o. Ek E 
(ii) e (ii) হইতে পাই, * ms Hes -0 


—У5)(У, + y.) (x, —x,)(x ) 
বা, Cin ty) = — = + х, 
Уу-у Б" অহা 


Tl, 
х.-х, а у, +у, 


— 


উপবৃত্ত 


()নং সমীকরণ হইতে পাই, y — -»--Ё (ха + xə)(x—x,) 


: Qu») 
ইহা স্পর্শক হইবে যদি Q বিন্দু P বিন্দুর উপর সমাপতিত হয়, অর্থাৎ যদি 
X =X; Ya =y, হয়। 


(ху, ya) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 


135 


৮১142 
ре уха) І 


ресе 
বা, বব ў) 


4, уу-у. - Vx — 2) 
XX, 3i X, PU 81758 

বাং emma (у See) 
স্পর্শকের সমীকরণ Du P +з =1. 


з 
6.11. лғ 01 অধিবৃত্তের (x. у.) বিন্দুতে অভিলন্বের 
সমীকরণ নির্ণয় [To find the equation of normal to the 


` х? y* 
ellipse gi ut 1 at the point (xy, yı) ] : 


> = 1 উপৰৃত্তের (x), y.) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 


DA Bin | 
b Лр i 
m s а* y, у, ко) 


আবার (ху, Уз) বিন্দুগামী যে-কোন সরলরেখার সমীকরণ 
y-yi-mix—») 
যেহেতু (ii) নং সংলরেখা স্পর্শকের উপর স্পর্শবিন্দুতে au 


mx zia xf) - i 
ту: a* 


(ii) 
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а? 


অভিলম্বের সমীকরণ у-у, = P (х= x) 
1 


ইহাই হইল অভিলম্বের নির্ণেয় সমীকরণ | 


6.12. বহিঃস্থ কোন বিন্দু (х,у) হইতে উপৰৃত্তের দুইটি 
স্পর্শক অঙ্কন : 
আমর! জানি, У=тх+ Varm р সরলরেখা A6. = 1 উপবৃত্তের 
স্পর্শক। 
যদি এই স্পর্শক (x^, y") বিন্দুগামী হয়, তাহা হইলে 
y -mx + ২1৫21712705 
বা, i ( mx)? = a*m? + b° 
বা, у +m°x ° —2xym— a° m° — b° — 0 
বাঃ m(x? —a°)—2xym-+(y .. b?)-0 
ইহা! mga দ্বিঘাত সমীকরণ এবং т-а দুইটি মান পাওয়! їл! 
বহিঃস্থ যে-কোন বিন্দু হইতে উপৰৃত্তের দুইটি স্পর্শক টানা যায় | 
613. উপবৃত্তের পরস্পর লম্বভাবে অবস্থিত দুইটি স্পর্শকের 
ছোদবিন্দুর সঞ্চারপথ নির্ণয় (To find the locus of the point of 


intersection of two perpendicular tangents to ап ellipse) : 
মনে কর, y mx Ја "ee 


(i) 
agarad ELA 86 উপরৃত্ধের স্পর্শক। 
(i) নং স্পর্শকের Кн ач সেইরূপ স্পর্শকের সমীকরণ 
у= এ p সমীকরণে dpud 
লিখিয়া পাওয়া গেল। 
Th my+x= „Ја +b m (н) 
(i) নং সমীকরণ হইতে পাওয়া যায় y тх 55777 (iii) 
এবং (ii) নং সমীকরণ হইতে পাওয়া যায় ym + x= va’ Em? b? ...(iv) 


$ 
4 
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এই দুইটি স্পর্শকের ছেদবিন্দুর স্থানাঙ্ক দ্বারা একই সঙ্গে (di) ও (iv) 
সমীকরণ সিদ্ধ হয় । (iii) ও Gv) সমীকরণ দুইটি হইতে 7-কে অপনয়ন 
(eliminate) কৰিলেই свая সঞ্চারপপ পাওয়! যায় | 
(iii) е (iv)-c বর্ণ করিয়া এবং পরে যোগ ক্রিয়া পাই, 
y +m°x° _ 20750714212) + x° + 2xym 
| =m°(a° + b°) + (a° + b°) 
বা, y'(»13- m^) x (1- m?) = (а° + b?Y1 4 m°) 
বা, (14 m?)x? - y?) 2'a* c b?) 1 - m?) 
x° +y°=a°+b°. 
aasia অবস্থিত দুইটি স্পর্শকের ছেদবিন্বুর সঞ্চারপথ হইল 
x* x y? -( Ja? x 52). 
ইহ! একটি বৃত্তের সমীকরণ এবং উপবৃত্তের কেন্দ্র হইল ইহার কেন্দ্র এবং 
ইহার ব্যাসার্ধ হইল Ja?3 5*1 
এই বুত্তটিকে উপৰৃত্তটির নিয়ামক বৃত্ত (Director circle) atat | 
6.14. সহকারী বৃত্ত (Auxiliary Circle) : 
কোন উপরত্ের পরাক্ষকে (Major axis) ব্যাস লইয়া যে qe অঙ্কন কর! 
হয় সেই дет উপবুত্তের সহকারী বৃত্ত বলে। সহকারী বৃত্তের সমীকরণ 
х?+у?=а? | 
ব্যান (Diameter): কোন 990089 যে সকল 97] সমাস্তর ল তাহাদের 
মধ্যবিন্দুগ্ুলির সঞ্চারপথ কেন্দ্রগামী একটি সরলরেখা। এই সরলরেখার্টিকে 
উপবৃত্তটির ব্যাস (Diameter) বলে এবং জ]াগুলিকে উহার Double 
ordinate বলে I Š 
অনুবন্ধী ব্যাস বা প্রতিযোগী ব্যাস (Conjugate Diameters) : 
দুইটি ব্যাস যদি এমনভাবে অবগ্থান করে যে, একটি ব্যাস অপরটির সমান্তরাল 
জ্যাগুলিকে সমদ্বিপ্ডিত করে তবে উহাদ্দিগকে অন্ুবন্ধা ব্যাস বলে। 


6.15. দেখাও যে s. tiei উপৰৃত্তের সমান্তরাল জ্যা-গুলির 
মধ্যবিন্দুর সঞ্চারপথ কেন্দ্রগামী একটি সরলরেখা৷ (To show that 


the locus of the middle points of a system of parallel chords of 


х? у? 
the ellipse а? t = ] is a straight line) : 
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মনে কর, у=тх+с ... (G)  সরলরেখা el 2. (ii) 
উপবৃত্ের সমান্তরাল জ্যাগুলির মধ্যে যে-কোন একটি জ্যা। 
(1) ও (ii) নং হইতে পাই, х? | (тх+с)* i 


а? b* 
বা, x'(b* - a*m?) - 2a? mcx + a*(c? -b?)-0 
З xaa দ্বিখাত সমীকরণ এবং хода দুইটি বীজ । মনে কর, বীজ দুইটি 
X, এবং X, | 
2u?mc 


X: +X, = TEE кеге ey Gii) 
মনে কর, (h, k) হইল জ্যা-এর মধ্যবিন্দু। 
Xxx 27770 ; 
d TE rr и 


যেহেতু (h, k) Ra y =mx +c জ্য!-এর উপর অবস্থিত 2. К=тһ+с. 


2 2 
kom DECRE [0৯)-এর সাহাদো ] 


_ —a*m*h- b*h + a?m*h 
ই টীকা ২ 
৮০7 
k= таи с (у) * 
2 
(h, k) বিন্দুর সঞ্চারপথ হইল у= — নি 


ইহা একটি সরলরেখার সমীকরণ যাহা মূলবিন্দু দিয় যায় অর্থাৎ অধিবুত্তের 
কেন্দ্রগামী হয়। 
মন্তব্যঃ এই সঞ্চারপথ হইল অধিবৃত্তের ব্যাস। 
b? 2 р b? b° 
(i) 2909 যদি mY ধরা হয়, তাহা হইলে ॥ = mu s 


^n = ব্যাসটি y-mx ব্যাসের সমান্তরাল জ্যাগুলিকে সমদ্বিথণ্ডিত 
з 
করিবে যদি тт = Ж; হয়। 


3 
আবার যদি mm = -l, হয়, তাহা হইলে у=тх ব্যামটি у= тх 
ব্যামের সমান্তরাল জ্যাগুলিকে সমদ্বিখণ্ডিত করিবে | 


а, b* e 
mm = _ s হইলে ye mx এবং y om "x ব্যাস দুইটি পরস্পরের 


অন্ুবন্ধী (conjugate) হইবে I 
6.16. সহকারী 45 (Auxiliary Circle) : 


Fig. 55 


এখানে পরাক্ষ (Major axis) 4.4-কে ব্যান «fasi একটি বৃত্ত অঙ্কন করা 
হইল। এই বৃত্তকে সহকারী বৃত্ত বলে। কেন্দ্র C হইল সহকারী বৃত্তের ces 
. এবং 4472. J. СА=СА'=@. 

সহকারী বৃত্তের সমীকরণ х +y? ma? s (i) 

x? y? : Tt 
মনে কর, Түз”! এ (ii) 
উপবৃত্তের উপর Р একটি বিন্দু। CX-ag উপর PN яч টান এবং NP-কে 
বধিত করা হইল এবং ইহা সহকারী বৃত্তকে C বিন্দুতে ছেদ করিল। 
P বিন্দুর স্থানাঙ্ক (CN, NP) এবং О বিন্দুর স্থানাঙ্ক (CN, NO) І 
এখন (i) ও (ii) হইতে পাই, CN? + МО? = a° 


, Pim -1 "un 
CN: | NP: š 
wo do 


(i) е бу) হইতে পাই, PI = 2N 
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PN ৮_অর্ধউপাক্ষ 
QN a অর্ধ-পরাক্ষ 
এই Q берт P বিন্দুর অন্তরূপ (corresponding) বিন্দু বলে। 
6.17. бегае কোণ (Eccentric Angle) : 
পূর্ব পৃষ্ঠার 55 নং চিত্রে CQ যোগ কর। ACO কোণকে উৎকেন্দ্রিক কোণ 
বলে। মনে কর, ZACQ - $1 মনে কর, P বিন্দুর স্থানাঙ্ক (х,у)! এখন 
ОМС সমকোণী ত্ৰিভুজ হইতে CN СО cos Ф=а cos $, 
х=а cos ф 
° 2 
এখন উপবৃত্তের সমীকরণ 2+5=1 হইতে পাই, 
2 з 
t= 1 রহ" 1 —cos*á — sin 
বাঃ y'-b?sin'$ — J. j-bsin 4. 
উপবৃত্তের উপর অবস্থিত Р বিন্দুর স্থানাঙ্ক (a cos %, b sin $) | 
X-a cos $, y =b sin $ সমীকরণ দুইটি হইতে %-কে অপনয়ন করিলেই 
উপবৃত্তের সমীকরণ A Y 21 পাওয়া যাইবে। 


(a cos 4, b sin $) аре সংক্ষেপে < বল! হয়| 


"eds এই 988 সমীকরণকে একত্রে উপবৃত্তের প্যারামেট্রিক 


সমীকরণ (Parametric equation) বলে, যেখানে % হইল variable 
parameter | 


6.18. প্রমাণ কর Х,+У ৮.1 উপরৃত্তের যে জ্যা (h, к) বিন্দুতে 
সমদ্বিখণ্ডিত হয় তাহার সমীকরণ asx 1) + Ку —К)=0. 


(Show that the equation of the chord of the ellipse H tial 


y" 
b? 
এ ^ M [4 

which is bisected at the point (Л, k) is 2205-0) t (k) =0): 


3 2 
মনে কর, у=тх+с удачі হইল +”! উপবৃত্তের একটি 


ЭЛ! 6.14 অনুচ্ছেদের (у) সমীকরণ হইতে পাই, 


gs 141 


p n 
a^ m 
6% 
LT 
у=тх+с জ্যা-এর m হইল — k h ag ইহা (h, К) বিন্দু দিয়! 
যায়। 
b*h* 
k-mh c 4, e=k=—=mh=k+ 4510 
К*а% + b*h° 
ka* 


bh. , К?а? + b°h° 
জ্যাটির সমীকরণ হইল y= - kX t puo 
বা, Кау + b*°hx-k*a?—b*h%=0 


ky x k-i- 
বাঃ, চু y pipes à 
h 
বাঃ z~- - p) +Ë zzy - k= 0 
ইহা হইল নির্ণেয় সমীকরণ। 


619. উপরৃত্তের যে-কোন ব্যাসের একটি প্রান্তে fas স্পর্শক 
এই ব্যাস দারা সমদ্বিখণ্ডিত জ্যাগুলির সমান্তরাল হুইবে (To an 
ellipse at either end of any diameter is parallel to the chords 
bisected by the diameter) : 


2 s 
মনে কর, উপবৃত্তটির সমীকরণ áp 


у=тх-й সমাস্তরাল জ্যাপুলিকে যে বাস этдиле করে তাহার, 
2 


b 
সমীকরণ yem,x যেখানে т, = Ба Ре ss (i) 


মনে কর, y -m,x ব্যাপের একটি atala (x, y.) 1 
з 


©. (i) হইতে পাই, y=- ox, 


am 
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এখন, (Xi, у.) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 


хх Уу xx 
2-1 বা, Tt 


з 
স্পর্শকের gradient = ает [ (i) এর সাহায্যে ] 


স্পর্শকটি у = mx-««a সমান্তরাল। 
ব্যাসের যে-কোন প্রান্তে যদি স্পর্শক অঙ্কন করা যায়, তাহা হইলে এই 
স্পর্শক এ ব্যাস দ্বার! সমছিখণ্ডিত জ্যাগুলির সমান্তরাল হইবে। 


6.20. উপস্পর্শক (Subtangent) এবং উপতঅভিলম্ব (Subnormal) : 


Fig. 56 


з 2 
মনে কর, ji Ф429 উপর Plr, y) একট fm Р বিন্দুতে 


PT স্পশক এবং PG অভিলম্ব টান! হইয়াছে। PT এবং PG *-অক্ষকে 
যথাক্রমে Те G বিন্দুতে ছেদ করিয়াছে। CX-sw উপর PN mw টান। 
অতএব P বিন্দুতে NT হইল উপস্পর্শক (Subtangent) এবং NG হইল 
"ваят (Subnormal) 1 


উদাহরণ 1. 4x* + 5у* — 20 উপবৃত্ের পরাক্ষ দৈর্ঘ্য, উপাক্ষ দৈর্গা, 
নাভিলগ্কের দৈর্ঘ্য, উৎকেঙ্ছতা, яи স্থানাঙ্ক, নিশ্নামকদ্বয়ের সমীকরণ, 
‘নাভিল্বহয়ের সমীকরণ নির্ণয় কর | 
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উপবৃত্তটির সমীকরণ 4x? + 5y* = 20 


2 2 
বা, 2 ФУ 0 


А 
এখানে, а= V5, b=2 
@вра>Ь, <. পরাক্ষের দৈর্ঘ্য -2৫-2 J5 
উপাক্ষের দৈর্ঘ্য = 2b =2.2=4 
মাহিলঘের দৈর্ঘ্য - 2—25. 8 « V5, 8 J5 


a %5 y VS 50 
উৎকেন্দতা (e) = বাঁচি А 1-5- 


শীর্ষবিন্দুদ্য়ের স্থানাঙ্ক (a, 0) এবং (—а, 0) বা, (২/5,0), এবং (— v5,0) 
নাচ্ছিদয়ের স্থানাঙ্ক (ae, 0) এবং (— -ае,0) বা" (1,0) এবং (-1, 0)... 


নিয়ামকছয়ের সমীকরণ x= এবং এ as 9 и 
বা, xe s অর্থাৎ x-5-0 / ২ Ps 
V5 : үт 
এবং x--2--+--5 অর্থাৎ x+5=0 v. 59 
Е2 N চল w* 
নিয়ামকছয়ের সমীকরণ হইল ৯-5 =0 এবং х+5=0, ৯ 


নাভিলক্বদ্বয়ের সমীকরণ x—ae এবং х= _ ae 
1 

বা, x= %5-/5-1 বা, х-1=0 

এবং x= —ae= —1 বা, х+1=0 


S. ватта সমীকরণ x- 1-0 এবং x+ 1=0. 


উদাহরণ 2. 4x"+3y"'= 12 উপবৃত্তের পরাক্ষের দৈর্ঘা, উপাক্ষের 
দৈর্ঘ্য, নাভিলন্বের দৈর্ঘ্য, উৎকেন্জতা, абыла স্থানাঙ্ক, নাভিয়ের স্থানাঙ্ক, 
পরাক্ষ ও উপাক্ষের সমীকরণ, নিয়ামক ও নাভিলস্বছয়ের সমীকরণ নির্ণয় কর | 


উপরুত্তের সমীকরণ 4১১ +3у%—12 বা, Tie =] 


3 
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এখানে a= ,/[3, b=2, যেহেতু bla, অত এব )-অক্ষে পরাক্ষ, ৮৮-অক্ষে 
উপাক্ষ অবস্থিত। ; 
^. শীৰ্ষবিন্দু দুইটি ও নাচি দুইটি )-অক্ষের উপর অবস্থিত এবং নাভিলম্বদ্বয় 
ও নিয়ামকছয় %-অক্ষের সমান্তরাল হইবে | 
л পরাক্ষের দৈর্ঘ = 2৮-2 2-4. 
উপাক্ষের দৈর্ঘ্য = 2а=2. /3=2 V3. 
নাভিলম্বের দৈর্ঘ্য = 20; - 2: -3. 


তকেন্দত = / aes ; রী, 
বকে Gyr ueram uf Cd 2 
শীর্ষঘয়ের স্থানাঙ্ক (0. b) এবং (0, —b) বা, (0, 2) এবং (0, —2). 
নাভিদুইটির স্থানাঙ্ক (0, be) এবং (0, — be) বা (0, 1) এবং (0, — 1) 
পরাক্ষের সমীকরণ x= 0, উপাক্ষের সমীকরণ v = 0, 


নিয়ামক দুইটির সমীকরণ »-, এবং у= - 


বাঃ у=4 у= —4 
নাভিলম্বদ্ধয়ের সমীকরণ y = Бе এবং у= —be বা, ১০1 এবং) _1. 


উদাহরণ 3. 16х° + 9у*—32х+36у—92=0 উপৰৃতের কেন্দ্র, 
উৎকেন্্রতা, নাভিদ্বয়, amaaa দৈর্ঘা, নান্ভিলগ্বদ্ধযের দৈর্ঘ্য, নিনামকদগের 
সমীকরণ নির্ণয় কর | 
উপবৃত্তের সমীকরণ 16x? +9y*— 32+ 36y -92 -0 s y 
বা, 16 x—1)-9(y + 2)? = 144 


-1? 42) 
বা, (x- 1)? (у 2* 1 


9 16 
х-1=Х, y+2= Y ধরিলে সমীকরণের আদর্শ রূপ হয় 
Жї. ү? ү 
9^ 160 © (ii) 


এখানে এ= 3, b-4, crm যাইতেছে যে ba 
©. পরাক্ষ রেখা )-অক্ষের উপর এবং উপাক্ষ রেখ! ১-অক্ষের উপর অবস্থিত | 
J. পরাক্ষের দৈর্ঘ্য = 2b = 2.4 = 8 
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উপাক্ষের দৈর্ঘ্য =2a=2.3=6 


নাভিলম্বের দৈর্ঘ্য 24: -22 -3 


প্রদত্ত মমীকরণের wy ইহাদের মানের কোন পরিবর্তন হইবে না। 
(i) নং নূতন সমীকরণে কেন্দ্রের স্থানাঙ্ক (0, 0) 
প্রদত্ত সীকরণে কেন্দ্রের স্থানাঙ্ক (1, — 2) 


Em ih -Ah- WU 


নৃতন সমীকরণে নাভি (0, +be) বা (0, + V7) 
প্রদত্ত সমীকরণে নাভি (1, + /7-2) 


নৃতন সমীকরণে নিয়ামকের সমীকরণ 
তু 
d g^ (^ x-l-X 
16 se x=X+1=1+0=1 
у Vr = +77 এবং у +271; 


প্রদত্ত সমীকরণে নিয়ামকের সমীকরণ [i y+2=Y 
16 ATH 
у+2= + 77 41, у+2 7 
নৃতন সমীকরণে পরাক্ষের সমীকরণ Х=0 
প্রদত্ত সমীকরণে পরাক্ষের সমীকরণ x— 1-0 
дзя সমীকরণে উপাক্ষের সমীকরণ Y=0 
প্রদত্ত সমীকরণে উপাক্ষের সমীকরণ y + 2 = 0. 


উদাহরণ 4. একটি উপরৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার নাভি (- 1, 1); 
নিয়ামকের সমীকরণ Х-у+3=0 এবং e=3. 

মনে কর, উপবৃত্তের উপর Р(х, у) একটি বিন্দু। 

Р(х, y) ও (—1, 1) বিন্দুছয়ের দূরত্ব — /&+ 1)° +(y— 1) 

আবার Р(х, y) বিন্দু হইতে х-у+3=0 নরলরেখার ач 

973 
y2 

10 
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উপবৃত্তের সুত্র уна 


৮৩ 
У(х+ D'*o-i-^ 273 


Xl] 7х° + 7y* + 2xy + 10x — 10y - 7 = 0. 


উদ্দাহরণ 5. 2x'--3y'-30 graa (2, 3) বিন্দুতে "wm ও 
অভিলগ্গের সমীকরণ নির্ণয় কর। 


e 2 
উপবুত্তের সমীকরণ 2%*43)*=30 বা, +7 —1 


(2, 3) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ х1 dS. 1 


বা, 4x49y—30-0 35 (1) 
আবার 4х+9у—30=0 সরলরেখার উপর AFT যে-কোন সরলরেখার 
সমীকরণ 9х-4у+К=0 
যেহেতু 25] (2, 3) বিন্দুগামী, ৮. 18-12-41০0 .. К=—6. 
অভিলন্বের সমীকরণ 9x -4y —6—0. | 
উদ্দাহরণ 6. x'-2y'-8 উপবুত্তের যে "wap y-2x-0 
ম্রলরেখার সমান্তরাল তাহাদের সমীকরণ নির্ণয় কর। 


y-2x-0 + (i)  সরলরেখার সহিত সমান্তরাল এইরূপ সরলরেখার 
সমীকরণ /-2x+k=0 =... (ii) 


(1) হইতে পাই, y-2x—k 
x* -2y* = 8 সমীকরণে »-এর মান বসাইয়! পাই, 
х? -20x-k)*-8 
বা, x*-420x-k)'-8—-0 
বা, 9x'-8kx (2k: —8)-0 cm et 
কিন্ত y-2x-k-0 সরলরেখাটি উপবৃত্বকে স্পর্শ করিবে যদি ছেদবিন্দু 
দুইটি একটি বিন্দুতে সমাপতিত হয়; এই শর্তে (1) নং সমীকরণের {зел 
সমান হইবে। 
64k* —4.9(2k* - 8) =0 
বা, k'=36  . k-i6ó 
(ii) নং সমীকরণ হইতে পাই, y -2x£6 =< 0 


| 


উপবৃত্ত 147 


স্পর্শক দুইটির সমীকরণ হুইল )--2%+6-0 
এবং y-2x—6-0. 
©, ° 2 
উদ্দাহরণ 7. দেখাও যে -+4 সরলরেখা -+%1-1  উপরৃত্তকে 
স্পর্শ করিয়াছে এবং স্পশশবিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 


2 2 
у=х+4 সমীকরণ হইতে )-এর মান > +" = ! সমীকরণে antzy| পাই, 


Жерде 
5 ld». 
বা, 16x°+40x+25=0 
4, (4%x+5)*=0 So х=-$, -$ 


yext4-—£gr4-M 
এবং у=х+4= —Ë+4=12, 
এখানে দেখা যাইতেছে যে ছেদবিন্দু দুইটি একটি বিন্দুতে সমাপতিত 
হুইয়াছে। 


2 
у=х+4 সরলরেখাটি 5- + =! উপবৃত্তকে স্পৰ্শ করিয়াছে এবং 


1 
স্পর্শবিন্দুর স্থানাঙ্ক (—, 22). 
উদাহরণ 8. a u^ =1 উপবৃত্তের স্পশকের সমীকরণ নির্ণয় কর 


যাহ! *-অক্ষের সহিত 60° কোণে নত। 


2 


2 


মনে কর, у=тх+ Jam eb? সরলরেখাছয় a el উপ- 
বৃত্তের "s I 

এখানে m= tan 60° = V3 

MO স্পর্শকছয় হইল у= V3x+ J3a* +b". 

উদাহরণ 9. 4x*-9y'-36 উপবৃত্তের 3yp-2x-0 ব্যাসটির 
প্রতিযোগী ব্যাসের সমীকরণ নির্ণয় কর। 


` E" r. 
উপবৃত্তের সমীকরণ -2+4 = 1 


S. a'=9,b'-4 
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প্রদত্ত ব্যাসের সমীকরণ )-$%, — S. m-i 
মনে কর, প্রতিযোগী ব্যাসের সমীকরণ у = тх 
b? 
1১1 m cg 
, im--1 С. == 
প্রতিযোগী ব্যাসের en y--$x 
বা, 2х+3у=0. I 


উদ্দাহরণ 10. প্রমাণ কর যে 2x°+3y2=6 উপবৃত্তের যে атат | 
সমীকরণ x- 2y=0 এবং 4%+ 3y=0 উহার! দুইটি প্রতিযোগী arta | | 


উপবৃত্তের সমীকরণ m =! 


এখানে a? =3, ৮: =2 

ব্যাস us সমীকরণ у=5 х y=- x. 

So тту=ўх-{= NEN 
oi 

এবং o—u--i "E 


(i) ও Gi) হইতে পাই, mm, = 5. ইহাই হইল ব্যাস দুইটি প্ৰতিযোগী 
হওয়ার শর্ত। s. х—2у=0,4х+3у=0 ব্যাস দুইটি প্রতিযোগী ana | 

উদ্দাহরণ 11. প্রমাণ কর যে উপবৃত্তের নাভিছ্বয় হইতে যে-কোন 
স্পর্শকের উপর অঙ্কিত AIUI গুণফল PAF | 

মনে কর, у=тх+ va'm* + b° (7/-এর যে-কোন মান হউক না| কেন) | 


29 2 
মরলরেখা হইল সহ +৮৪ =! উপবুত্তের একটি স্পর্শক। 


মনে কর, এই স্পর্শকের উপর S হইতে লক্ষের দূরত্ব SY এবং S হইতে 
লম্বের দূরত্ব 5) | 
এই উপবৃত্তের 5-এর স্থানাঙ্ক (ae, 0) এবং 5-এর স্থানাঙ্ক ( — ae, 0). 
gy - mae+ vam” + b* 
У + т? 
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2 m? s a. $ 2 
sy - "Ты ( pih 
+m ü 
_ mb: +b: ^ 
টি b? (3589 )। 
প্রশ্নমালা 6 


1. নিম্নলিখিত প্রত্যেক উপবৃত্বের উৎকেন্দ্রতী, নাভিলম্ব, নাভিদ্বয়ের 
স্থানাঙ্ক, নিয়ামকছয়ের সমীকরণ নির্ণয় কর £ i 

G) 4х° +5у? = 1 (ii) 9х° + 4у° = 36 

(iii) 2х + 3° =6 (іу) 3x? + 4у° = 12 

(у) 3х° +4у° =48 

2. নিম্নলিখিত প্রত্যেক উপরৃত্ের উৎকেন্দ্রতা, নাভিলম্ব, নাভিদ্বয়ের 
স্থানাঙ্ক, নিয়ামকছয়ের সমীকরণ নির্ণয় কর £ 

п) 3x" +4y2 + 6x—8y=0 

(i) 4x?-9y* + 8x436y-4-0 

3. 3%:447*=!2 উপবৃত্তের অক্ষয়ের দৈর্ঘ্য, উৎকেন্ত্রতা, এবং শীর্ষ- 
বিন্দুদধয়ের স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 
. 4, একটি উপরৃত্তের নাভিলম্ব পরাক্ষের অর্ধেক। উহার উৎকেন্ত্রতা 

নির্ণয় কর। 

5. PAT স্থানাঙ্কের অক্ষ এবং কেন্দ্রকে মূলবিন্দু ধরিয়া! সেই উপবৃত্তের 
সমীকরণ নির্ণয় কর £ I 

(i) যাহার নাভিল্ব 5,e=3. 

(ii) যাহার পরাক্ষ 8, e-1 

(ii) যাহার নাভির স্থানাঙ্ক (+4, 0, ed 7 

(v) যাহার নাভিলম্ব 3 এবং e=- 

(9 যাহ! (2,2) ও (3, 1) বিন্দুদধয়গামী 

(vi) যাহার নাভি (3, 0), শীর্ষ (2, 0), e-3 

(vii) যাহার পরাক্ষ 2a, নাভি (+e, 0). 
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6. যে উপবৃত্তের নাভি (2, 1), নিয়ামকের সমীকরণ 2х+у—3=0, 
6-2, তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর । 


7. উপবৃত্তগুলির সমীকরণ নির্ণয় কর : 
G) যাহার নাভি (1, 0), e=- নিয়ামক х-у+1=0 


(ii) যাহার নাভি (1, -D,e— v3 নিয়ামক 2x- у+2=0 


(iii) যাহার নাভি (6, 7), e= Jy নিয়ামক »+১+2- -0 


(iv) যাহার নাভি (1, —2), e= না, নিয়ামক 2х- y-120 


(v) যাহার নাভি (— 1,1), e= নিয়ামক х-у+3- 0. 
8, দেখাও сч, 


(i) x—-3y-13- Dunst —— 
(ii) у=х+4 жапа Yo + i= бнт ге স্পৰ্ণ করে। 


(iii) х+у=5 ядат 2х°-Е3у% = 30 কে স্পৰ্শ করে। 

প্রতি ক্ষেত্রেই স্পর্শবিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 

9. নিম্নলিখিত উপবৃত্তের স্পর্শকের ও অভিলগ্ছের সমীকরণ নির্ণয় কর ২ 

(i) 4x*-9y* ৮৮20 উপবৃত্তের (1, $) বিন্দুতে; 

(i) x°+2y*=6 উপৰৃত্তের (2, 1) বিন্দুতে। 

10. দেখাও যে у=х+ VB সরলরেখাটি 2% *t3y'-1 উপবৃত্তের 
স্পর্শক। 

1. 2x* +у? = 17 гай 4х-3у=12 সরলরেখার 1711 
CR সমীকরণ নির্ণয় কর। 

12. x'42y'-—9 উপবুত্বের যে স্পর্শকগুলি 4х-у-6=0 সরল- 
রেখার উপর этч তাহাদের সমীকরণ নির্ণয় কর । 


x" з 
13. এ-এর যান কত হইলে 5+5 -1 উপৰৃত্টি (42, 0) এবং 


(- 2,0) Немат হয়। উপবৃত্টির муж নির্ণর কর। 
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14. কি শর্তে Ix + my + xn = 0 সরলরেখা hl উপবৃত্কে স্পর্শ 
ET 

15. 3x34.5y* —32 উপবৃত্ত দ্বারা x+y=4 রেখার উপর ছেদিত 

জ্যা-এর দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 
16. (3,2) বিন্দু হইতে অঙ্কিত 2%*+3)*=6 উপবৃত্তের স্পর্শকছয়ের 
স্পর্শ জ্যা-এর ETA P 


17. দেখান যে ডে d GE, $) বিন্দুতে অঙ্কিত "піт 
শে নমা лыла, 
18. * +2" = 1 উপৰৃত্তের যে эл (2, 1) বিন্দুতে সমদ্বিখণ্ডিত হয় 


তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর। 

19. দেখাও যে 3x°+4y°=5 উপৰৃত্তের যে ব্যাসদ্বয়ের সমীকরণ 
у+3х=0,4у—х=0 তাহা দুইটি প্ৰতিযোগী ব্যাস। 

20. দেখাও c 4x? +9৭-36 উপবৃত্তের প্রতিযোগী ব্যাসগুলি 
4х—3у+4=0,х+3у—7=0 সরলরেখ। দুইটির সমান্তরাল। 


21. Ус] উপবৃত্তের y-2x-0 ব্যাসটির প্রতিযোগী ব্যাসের 


সমীকরণ নির্ণয় কর। 
22, zal উপবৃত্তের যে эл (2, — 1) বিন্দুতে সমদ্বিথণ্ডিত হয় 


তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর। 

23. 3х%?+4у%=12 উপবৃত্তের 3х+2у=0 аіли প্রতিযোগী 
ব্যাসের সমীকরণ নির্ণয় কর। 

24. x'2y*-2 Agaa যে ব্যাস у=5х+3 রেখার সমান্তরাল 
জ্যা-গুলির সমদ্বিখগুক তাহার সমীকরণ নির্ণয় কর। 

25. 4х? +5-20 উপবৃত্তের সেই জ্যাগুলির মধ্যবিন্দুর সঞ্চারপণ 
নির্ণয় কর যেগুলি (—2, 1) Rati 1 


সপ্তম ЕІ 
পরারুত্ত (Hyperbola) 


7.1. পরাবুত্ত এমন একটি শঙ্কুচ্ছেদ (conic section) যাহার উৎকেন্দ্রতা 
е>11 পরারৃত্ের শীর্ষ, নাভি, নিয়ামক, উৎকেন্দ্রতা ইতাদি সম্বন্ধে fau 
বিস্তারিত আলোচনা! করা হইল। 


Fig. 57 


57 নং চিত্রে নিদিষ্ট বিন্দু S হইল নাভি, নির্দিষ্ট সরলরেখা ZM নিয়ামক । 
পরাবৃত্ের আর একটি নাভি S° এবং আর একটি নিয়ামক Z M থাকে | 
4 ও 4’ পরাৰৃত্তের দুইটি শীর্ষ। LL পরাবৃত্ের একটি ған | 

7.2. পরারৃত্তের কেন্দ্রকে মূলবিন্দু ধরিয়া! পরার্ত্তের সমীকরণ 
নির্ণয় (To find the equation of a hyperbola taking the centre 
as origin) : 

মনে কর, পরাবৃত্তের S নাভি, ZM নিয়ামক, e (০১৯1) উৎকেন্দ্রতা। 
নিয়ামক ZM-এর উপর SZ az টান। পরাবৃত্তকে SZ এমন ভাবে ছেদ 


করিল যেন 54 ».০ হয় (যেখানে e>1 )। 


AZ 
4, SA-eAZ T (i) 
5Z-এর বধিত রেখার উপর A অপর একটি বিন্দু পায়! যায় যাহাতে 
3275 বা, SA= AZ s 


0x11 121 001 7 MM ААА“ 5 


зга "153 


এখন А e A fax দুইটি পরাববত্ের উপর অবস্থিত থাকিবে। মনে কর, 
AA“ মধ্যবিন্দু С এবং АА 29. 
^ СА=СА'=а 

(1) এবং (1)-কে যোগ করিয়া পাই, SA--SA = (AZ + AZ) 

বা, (CS—CA)*(CS- CA) - ৮44 

বা, 2CS-2ae (`` СА=СА =a) 

. С$=ае 17 (111) 
(ii) হইতে (i) বিয়োগ করিয়া পাই, SA — SA = e(AZ— AZ) 

al, AA - e((CA + CZ) -4CA— CZ] 


বা, AA -e2CZ বা, 2a-2e.CZ 
4 CZ-5 212 cg] 


Сее মূলবিন্দু, €5-কে %-অক্ষ, C বিন্দুতে С5-99 উপর ач СҮ-& 
YFF ধর | মনে কর, পরাবৃত্তের উপর Р(х, y) একটি বিন্দু। P হইতে CX- 22 
উপর PN ач এবং নিয়ামক ZM-«z উপর PM aa টান। 

S. SP-ePM বা) SP'=e°PM°=e°ZN*° (2 PM= ZN) 
এখন NSP সমকোণী fags SP* = SN* + PN? 

বা, SN? + Р№ = Р? 

বা, (CS— CN)! + Р№ = e*.ZN* 

বা, (ae—- x)? y! = e(CN — CZ) 


বা, (ae—x)* +y = e: [ 5) 


বা, х(е®—1)—у°* =а%(е® — 1) 


x° y? 
বা, ug gue" ее СУЎ 


এখানে যেহেতু е>1 .'. €*-1 ধনাত্মক হইবে। 
a*(e* – 1) = b? ধর। 


7. (0 হইতে পাই, 3, 7,1 et. 
ইহ! হইল পরাবৃত্তের নির্ণেয় সমীকরণ | 
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1943: (i) পরাবুত্তে ৫১৮, a=b, ৫৮ হইতে পারে। 


Gi) *-অক্ষের АА” অংশকে পরাবৃত্তের fefe অক্ষ (Transverse 
axis) বলে। 
যদি )-অক্ষের উপর দুইটি বিন্দু এমনভাবে этет) হয় যেন CB-CB =b, 


তাহ! হইলে BB c= বল! হয় অন্থবন্ধী অক্ষ (Conjugate axis) | 
(Hi) এখন a*(e?—1)-b* 


2 2 2 
a a*-b b 
বাঃ e- a? 1742 


SS উৎকেন্দ্রতা e- / ZE (সর্বদাই ধনাত্মক মান লইতে হইবে ) 
(iv) a*(e? -1) - b? | 


বাঁ, a*e?-a?4b* 
CS? =a? «b? 


(` CS-ae) 
x? y? 

(v) পরাবৃত্তের সমীকরণে qi 762-1. ৪৪ qm у= SL aste | 

কারণ 5-44 স্থানাঙ্ক (ае, 0) এবং নাভিলম্বের প্রান্ত "এর স্থানাঙ্ক (ае, SL) | 


2 2 
". qs ৪1 হইতে পাই, 
259 2 2 9 
Te- বা) Serei rM 


-1 
а = 


5৮৮, (ধনাত্মক মান লইয়া ) 


2 
. নাভিলম্বের দৈর্ঘ্য LL = 25—25. 


(vi) এখানে যেহেতু C যূলবিন্দু এবং CS=ae .. নাভিষবয়ের স্থানাঙ্ক 
(+ae, 0) এবং যেহেতু Cz-^ ** নিয়ামকদ্বয়ের সমীকরণ x= + 


2 з 
2. প্রমাণ কর EN ১২৭ 


AM cas [57 নং fen ধরিয়া] 
з 9 
এখন পরাবুত্তের সমীকরণ жит! হইতে পাই, 


yx q2X-a4 _(х+ах-а) 
$*- 9t a* a” 
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РЇ? (CN*ACY(CN-AC) АМАМ 
E Imo es ই e 


a a* 

PN* | _ СВ" 
AN.AN a CA* 

7.8. (i) C-কে чаб, CX ও CY-ce যথাক্রমে x-wm ও )-অক্ষ 


РМ CP 


অর্থ = ৰঃ 
ha AN.AN СА? 


2 9 
ধরিলে পরাবৃত্বের সমীকরণ z-p- 1. 


(i) নাভি 5(ае, 0)-কে xaíax, SX-CF -অক্ষ,51,-কে -অক্ষ ধরিলে 


(x*ae) y* 


পরাবৃত্তের সমীকরণ 28 =1. 


b° è 
(i) শীর্ষ A(a, 0)-কে মূলবিন্দু, АХ-с& х-ы», 4 বিন্দুতে AX-aq উপর 
e (ха)? y! 
লম্বকে )-অক্ষ ধরিলে পরাবৃত্তের সমীকরণ IER" হয়। 
(iv) z(o. ৭)-কে যুলবিন্দু, Z¥-কে x-a, ZM-কে )-অক্ষ ধরিলে 


a 2 
(x 5h ৩] p? 
পরারৃত্ের সমীকরণ হয় চার Eb 
74. প্রমাণ কর যে পরাৰৃত্তে অবস্থিত যে-কোন বিন্দুর নাভি 
দুইটি হইতে দুরত্বদ্ধয়ের অন্তর হইবে Transverse axis-«€ d সমান 


(Prove that the difference of the focal distance of any point on 
the hyperbola is constant as equal to the Transverse axis) : 


(57) নং চিত্র হইতে পাই, SP = e PM = eZN - (CN — CZ) 
a 
-‹(х-@)-ех-а 
SP-ePM —-eZN-e(CN-^ CZ^- ex 5) - exa 


S'P —SP- (ex ৫)- (ex— a) 2৫ 
= Transverse aXis-এর দৈর্ঘ্য | 


নিয়লিখিত results-sfàt মনে রাখা! একান্ত প্রয়োজন £ 


(i) 4472, CA- СА =a, CS-ae, cz=°. 
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(i) 000, 0), Ala, 0), А (—а, 0). 
(ii) S(ae, 0), S'(—ae, 0), 26. 0), £ (-$9). 


(iv) Transverse axis AA —2a. 
Conjugate axis BB = 2b. 
Transverse aXis-এর সমীকরণ y= 0. 
Conjugate axis-এর সমীকরণ х = 0. 


(v) afana ag, 
(vi) নাভিলম্বদ্বয়ের সমীকরণ x= +e. 
(vii) নিয়ামক ZM-এর সমীকরণ x = 


নিয়ামক 274-এর সমীকরণ х= - 


7.5. у=шх+е সরলরেখার উপর х 3-1 পরাবৃত্তের 
'ছেদিত = এর দৈর্ঘ্য নির্ণয় (To find the length of the chord of 


2 


2 
«the hyperbola 5+ 1 on the line y= mx +с) з 


b° 
2 2 
মনে #ї,у=тх+с -() সরলরেখা 25-95-1৮৮৫) 
"agere Р(х, ys) এবং Q(x., y.) বিন্দু ছুইটিতে ছেদ করিয়াছে। 
(i) ও (ii) হইতে পাই, 
x' _(тх+с)* 2 
a” b? 


বা, (ат? —b?)x*--2mca?x + a?(b* + c*) «0 
ইহা %-এর দ্বিঘাত সঙ্কীরারণ এবং £-এর দুইটি বীজ | 
মনে কর, বীজদ্বয় x, ех, 1 

2a?mc 
rm am p 
а?(Ь? + с?) 


XX= ভর্তা 
x. a*m* —b 
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(x,—x,)? = (xi + xj)! 4255 
даз? —a*m* + e°) 
(a*m* — AD 
আবার যেহেতু (Xa Va) ও (Xas Va) বিন্দু দুইটি у-тх+с AANE 
উপর অবস্থিত, 
у= тх+с এবং 9০ ৮7125 +c 


©. уу-Ув=т,Х, =х,) 
জযা-এর try = v(x. С) * 0 73" 
= МГ m) — x2)" 
EE unn) 
a*m* —b 


x" 2 
মন্তব্যঃ у=тх+с মরলারেখা ra পিচ 1 পরাৰৃত্তের স্পর্শক হইবে" 


чїй QU, y.) fis Pon, ») বিন্দুর উপর সমাপতিত হয়, অর্থাৎ যদি 
জ্যা-এর দৈর্ঘ্য =0 হয়, 

2 2 
у=тх+с সরলরেখা р"! পরাবৃত্তের S হইবে যদি" 


জ্যা-এর দৈর্ঘ্য = 0 হয়। 
অর্থাৎ যদি „/5 ат? rc = 0 হয়, 
অর্থাৎ যদি c*—a^m* —b* হয়, 
অর্থাৎ যদি c = + vam -b° হয়। 


2 2 
no y=mx+ уат -b° হইল À — pa = পরা বৃত্তের দুইটি স্পর্শক | 


% ° 


7.6. E paci পরাবত্তের (x, y.) বিন্দুতে স্পর্শকের 


з з 


y 
b° 
সমীকরণ নির্ণয় [To fid the equation of the tangent to the 
х i at the point (x1, Y1)] : 


hyperbola 


Cp পরাবুন্তের উপর মনে কর P(x, yi) ছাড়! 0045, Ya) 


অপর একটি নিকটস্থ fax i 
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PQ জ্যা-এর সমীকরণ চি (x—x,) 7 0) 


যেহেতু P ও Q পরাবৃত্ের উপর অবস্থিত 
রি] 42 
a? b? E (ii) 
2 2 
Shocks = -1 ү (ii) 
кез, — 
3, (852—7) (e а) [ (i) - ] 
i 78282 DEEP X cx. bi 
, Xo x.t a? х.х, yi TJ. tat 
(i) হইতে পাই, 
i RETE DS 
77 T». at (x—x,) -. (iv) 


এই সরলরেখ| পরাবৃত্ের স্পর্শক হইবে যদি О fe ৮ বিন্দুর উপর 
সমাপতিত ga | 


"+ ৯০৯ Xi Yo = Yi হইলে Q বিন্দু ৮ বিন্দুর উপর সমাপতিত হইবে। 
(iv) হইতে А 
X; 


RM (к xi) 


"gum 


A 
S6 3 уц аах x,*) 


: 58174 ЙИ 
ыз ркт 
el হইল স্পর্শকের নির্ণেয় সমীকরণ | 


х* 2 
T. 10—55=1 পরাৰৃত্তের (x. y) বিন্দুতে অভিলন্দের 
সমীকরণ নির্ণয় [To find the equation of the normal to the 


2 2 
-hyperbola 2 7, = 1 at the point (ху, y,) ] : 


(3,1) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 


е 159 


b x, id : 
"how 55 Ў.б ХЕ (i) 
(x, Va) RANT যে কোন সরলরেথার সমীকরণ 

y-yi-m(x- xi) (ii) 


(i) এবং (11) পরস্পর 214 হইবে যদি 


8:০8 
yy Ps x, ху) 


ইহাই হইল অভিলম্বের নির্ণেয় সমীকরণ | 
18. নিয়ামক বৃত্ত (Director circle) : 


s - = 1 পরাবৃত্তের পরস্পরের সহিত লম্বভাবে অবস্থিত দুইটি স্পর্শকের 
ছেদবিন্দুর সঞ্চারপথ হয় একটি বৃত্ত যাহার সমীকরণ হয় x+y’ =a? b" | 
এই тест নিয়ামক বৃত্ত বলে এই aces ব্যাসার্ধ Ja? —b* | 

xfpatcb? হয়, তাহা হইলে quib বাস্তব হইবে। 

যদি a? = b* হয়ঃ তাহা! হইলে qat point circle হইবে। 

যদি ০০:৮০ হয়, বৃত্তটির ব্যাসার্ধ কাল্পনিক হইবে। এইরূপ স্থলে 
«taces Cela নিয়ামক বৃত্ত থাকিতে পারে না। 

19. পরারুত্তের ব্যাস (Diameter of the hyperbola) : 

কোন পরাবুত্তের সমান্তরাল জ্যা-গুলির মধ্যবিন্দুর যাত্রার পথ কেন্দ্রগামী 
একটি সরলরেখা হয় । এই সরলরেখাকে পরাবৃত্তের একটি ব্যাস বলে! 


x? з 
মনে কর, তর =1 পরারুত্তের ব্যাসটি у=тх+с সরলরেখার 
সমান্তরাল জ্যা-গুলিকে সমদ্বিখণ্ডিত করে | তাহাদের {чаве ব্যাসের সমীকরণ 
2 2 


b 
-——x-m,x AIM, = 
y aim 1 যুখানে т, am 
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^ y=m,x ব্যাসটি у=тх ব্যাসের সমান্তরাল জ্যা-গুলিকে Aafa- 
2 
খণ্ডিত করে যদি тт,=®, হয়। এখন যদি দুইটি ব্যাস у=тх এবং 


y=m,x প্রত্যেকটি অপরটির সমান্তরাল জ্য1-গুলিকে সমদ্বিখণ্ডিত করে, তাহ! 
হইলে উহাদিগকে পরস্পর প্রতিযোগী বা era (conjugate) ব্যাস বলে | 
ব্যাস দুইটি পরস্পর অঙ্ুবন্ধ বা প্রতিযোগী (conjugate) হওয়ার শর্ত হইল 
b* 


тт; =l 


7.40. অনুবন্ধ tatge (Conjugate hyperbola) : 


যদি কোন #914099 conjugate axis অন্য একটি পরাবৃত্বের Trans- 
verse axis হয় এবং প্রথমটির Transverse axis দ্বিতীয়টির Conjugate 
axis হয় তবে একটিকে অপরটির প্রতিযোগী পরাবৃত্ত 4] অনুবন্ধ পরাবৃত্ত বলে। 


9 3 з 
х У 1 пугая প্রতিযোগী итда হইল —5, +, = 1. 
7.11. 973711149 (Rectangular hyperbola) : 


যে পরারৃত্ের Transverse axis এবং Conjugate axis পরস্পর সমান 
তাহাকে ষমপরাবৃত্ত аса | সমপরাবৃত্তের а= р হয়। S. ইহার সমীকরণ 


х*-у*=а* হয় এবং ০-২/1 +45" JF l= vim 
7.12. অসীম পথ (Asymtotes) : 
m-a সকল মানের জন্য у=тх+ Ja'm'i-bt সরলরেখা দুইটি 


х* y’ 
qi pi”) পরাবৃত্তের স্পর্শক হয়। 
am b° 
menos эй» (টানা элтр) 
—a°m -b* 


% m চর” Jam -p 
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এখন যদি m= +Ë লওয়া হয়, তাহা হইলে atm'—-b'=0 হয়” 


তখন স্পর্শক দুইটির সমীকরণ হয় у=+0х এবং স্পর্শবিন্দু দুইটি মূলনিন্দু 


হইতে অসীম দূরত্বে সরিয়া যায় । 2 >= +y সরলরেখ| দুইটি হইল 


2 
z p পরাবৃত্তের অসীম Я% | 


a 
y- teca একত্রে লিখিলে 
x y) (ху) RS ДЕ 
C 6*3) р ИДА ЫЛЕ А 


উদাহরণ 1. 6x'—25y'-400 পরাবৃত্তের নাভিলম্বের দৈর্ঘ্য, 
беген), নাভিছয়ের স্থানাঙ্ক, শীর্ষদয়ের স্থানাঙ্ক, নিয়ামকদ্বয়ের সমীকরণ 


নির্ণয় কর।- DT mmis 
ZO 10118 4." 
ZA 5 
পরাবৃত্তের প্রদত্ত সমীকরণ 5 > -X-i b ү সা ^ (i) 
A. চারি 
এখানে a-5, b-4 SE 4 
ET " r. 
2.16. 8, "REM 2 
নাভিলম্বের мб-2 - iz 3 32 (= ipM. g 
Y ^ £ J 
- p 7 ; - п S. d 
ES geb Je- 25) NS уе! e 


নাভিছয়ের স্থানাঙ্ক (ае, 0) 4, (+ /41, টা শি stat (ża, 0) 
25 
বা, (+5, 0), নিয়ামকছয়ের সমীকরণ х= +$ বাঃ x- 9р 
উদ্দাহরণ 2. 9х°—16у* +18х+64у — 199—0 পরাবৃত্তের (FF, 
чені, MRA, নাভিদ্বয় ও নিয়ামকদ্বয়ের সমীকরণ নির্ণয় কর। 
ama পরাবৃত্তের সমীকরণ 9x* — [a 18x + 64у – 199 = 0 


(х+1)° _(у—2)* _ 
š 16 9 
x+1-X এবং у-—2-ҮїҖ@| 
11 
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? AD 
নৃতন সমীকরণ হইল IG 97! 


-, b. 9 5 
নৃতন সমীকরণের cem (0,0), е-А/ 145 efie 4 
Ia (+4,0), mifer (ae, 0) বা, (+5, 0), নিয়ামকছয়ের 


সমীকরণ X = E - = 
Transverse axis-এর সমীকরণ Y —0 

Conjugate axis-এর সমীকরণ X = 0 

নাভিলম্বদ্বয়ের সমীকরণ X = £5 

প্রদত্ত সমীকরণের কেন্দ্র (- 1, 2) 

е={ 

Ўт (3, 2) এবং (—5, 2) 

নাভিদ্বয় (4, 2) এবং (—6, 2) 

নিয়ামকদ্বয়ের সমীকরণ х= а], 5х—11=0 এবং x= _ 22 
বা, 5x421-0 

Transverse axis-এর সমীকরণ y = 2 

Conjugate axis-«a সমীকরণ x= — 1 

নাভিদ্বয়ের সমীকরণ x-4 এবং x= —6 4 x46-0. 


উদ্বাহরণ 3. এমন একটি পরাবৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার নাভি 
(3, 2), নিয়ামক x+ 2y=1 এবং e= y3. 

মনে কর, পরাবৃত্ের উপর একটি বিন্দু Р(х, у) 1 এখানে নাভি 5-এর 
স্থানাঙ্ক (3, 2) | 

লে +(у—2)* 

Р(х, у) হইতে নিয়ামক x+ 2y — 1 =0 এর উপর nuqaq 


xt2y-1 বা х+2у—1 
V1+4 ; «5. bo 


—— x*2y-1 
পরাধৃত্তের wa অনুযায়ী 4/0031 (у 2) J3 ч ) 


বা, (x-3) «9 -2) = $ (х+2у—1). 
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উদ্বাহরণ 4. x?—4y?—4 পরাবৃত্বের ্পর্শকছুয়ের সমীকরণ নির্ণয় কর 
যাহা 2x -y- 3-0 সরলরেখার সমাস্তরাল। 
2х-у+3=0 রেখার সহিত সমান্তরাল এইরূপ সরলরেখার সমীকরণ 
2х-у+®К-0 br (i) 
4, у=2х+Ё 
x? —4y? 24 সমী করণে »-এর মান বসাইয়া পাই, 
x?— 16x? — 4k? — 16xk 4-0 
বা, 15х° + 16хк+ 400 +1)=0 
ইহ! %-এর দ্বিধাত সমীকরণ | 
(i) নং সরলরেখ স্পর্শক হইবে যদি 256k* — 4.15.4(k° +1)-0 হয় 
4 
বা, k? -H= 15 
к= + ২15 
নির্ণেয় সমীকরণ 2x—y+ 4/15 =0. 
উদাহরণ 5. 16x* –9у°= 144 পরারৃত্বের х= 2у ব্যাসের প্রতিযোগী 
ব্যাসের সমীকরণ নির্ণয় #4 1 
এখানে প্রদত্ত সমীকরণে 5- МЕ 
а? =9, b* «16 
প্রদত্ত ব্যাস у= 2х এখানে 7 2 
এখন যদি প্রতিযোগী ব্যাসের gradient m, হয়, তাহ! হইলে 
2хт,= 06 হইবে | 
NI $ 
প্রতিযোগী ব্যাসের সমীকরণ у = $x 
4, 9y—8x-0. 
উদাহরণ 6. এত - 1 পরাবৃত্তের অসীম পথগুলির সমীকরণ 


নির্ণয় কর। 
আমরা জানি, у=тх® Vam —b*, To সকল মানের sg) 


2 y! 
х tam 1 পরারৃতের স্পর্শক। 
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2271 ৮577 
বিন্দুর Y [oot ptu. নি) 


or todas. DM MAL: JAM 
nV Јат 6° — Ja'm*-b* 


এখানে a? = 45, b° 20. 


х? у? е 
у=тх+ J45m-20, 4s 29^! পরাবুত্তের স্পর্শক। 


বস жый (754 দন] UU 
45m 20 
E জি) 
т-а মান যদি এমনভাবে ает] হয় যে 45т° —20=0 হয় অর্থাৎ যদি 
m= + V$g হয়, তাহ। হইলে স্পৰ্শক у= + Vix- +8x এবং заат 
যুলবিন্দু হইতে অসীম দূরত্বে সরিয়! যায়। 
`. y= + 8х হইল অসীম পথগুলির সমীকরণ | 


প্রশ্মমাল। 7 


1, নিম্নলিখিত উপবৃত্তের উৎকেন্দ্রতা, নাভিঘয়ের স্থানাঙ্ক, নাভিলদ্বের 
দৈর্ঘ্য, নিয়ামকদ্বয়ের সমীকরণ নির্ণয় কর : 


xxt уеб Уен ja 
7751 Gü) বির 7557! 
2. 2x*—3y'- 5 পরাবৃত্তের foci নির্ণয় কর। | 
3. নিম্নলিখিত পরাবৃত্তের Transverse axis, কেন্দ্র, উৎকেন্দত! 
নির্ণয় কর : 


9 ez Lb. 


(ü) 4x°-y*+16x+2y-13=-0 
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4. 3х? 4: +18х+16у+2=0 পরাবৃত্তের নাভি, নিয়ামক ও 
উৎকেন্দ্রতা নির্ণয় কর। 

5. পরাবৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার Transverse axis x-অক্ষ, 
40010118810 axis )-অক্ষ এবং 

(i) Transverse axis 3,-Conjugate axis 4; 

(ii) Conjugate axis 5, নাভিছয়ের দূরত্ব 13; 

(iii) Conjugate axis 7 এবং (3, —2) বিন্দুগামী ; 

(iv) নাভিদ্বয়ের মধ্যে দূরত্ব 16 এবং e= V2. 

6. পরাৰৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার e = + নাভি (a, 0), নিয়ামক 
4x—3y-a. 

7. পরাবৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার নাভি (—1,2), নিয়ামক 
2x—y=1, e= V2. 

8. p-ga মান কত হইলে рх°—4у*=1 "9198 (+1, 0) বিন্দুগামী 
হয়? অক্ষগুলির দূরত্ব এবং উৎকেন্দ্রত নির্ণয় কর | 


x? 
9. পরাবৃত্ত এ 1, 7x413y-87-0 ও 5x- 1-0 


32 
সরলরেখাদয়ের ছেদবিন্দুগামী এবং নাভিলদ্বের দৈর্ঘ্য 3272 হইলে a e b 


নির্ণয় কর। 

10. পরারুত্থের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার e D, নাভি (a, 0), নিয়ামক 
4x – 3у=а. 

11. দেখাও су =2х + 3 44% T 2x =] কে স্পর্শ করে এবং 
স্পর্শবিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় কর। 

12. х*—бу* =3 পরাবৃত্তের (—3, — 1) বিন্দুতে স্পর্শক ও অভিলম্থের 
সমীকরণ নির্ণয় কর। 

13. 4х%—9у*=36 পরারুত্তের 5х—3у=2 মরলরেখার সমান্তরাল 
স্পর্শকের সমীকরণ নির্ণয় কর। 

1j. 4x'-3y'-12 পরাবৃত্তের алй সমীকরণ নির্ণয় কর যাহা 
2x- 3y- 4 সৱলরেখার সমান্তরাল জ্যাগুলিকে সমছিখণ্ডিত করে। 
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15. 2x*'-3y'-1 পরাবৃত্ের ব্যাসের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহা" 
2x=3y ব্যাসের প্রতিষোগী। 


16. যদি е পরাবৃত্তের উৎকেন্দ্রত। হয় এবং е ইহার প্রতিযোগী হয়, তাহা 


al 


1 
হইলে দেখাও Cx кат! 


17. 25x*—16y*—400 পরাবৃত্তের জ্যা-এর সমীকরণ নির্ণয় কর чї 
(5, 3) বিন্দুতে সমদ্বিখগ্ডিত za | 

18. দেখাও যে 4х°—5у*=20 পরাবৃত্তের у=2х এবং 5)/-2% 
প্রতিযোগী ব্যাস 1 
xt 
pc] 


x? y* 
19. xfi s = ! পরাবৃত্তের উৎকেন্দ্রতা = 


-Hm эт 
উৎকেন্দ্রতার সমান হয়, তাহা হইলে দেখাও যে 2-2. 

20. একটি পরাবুত্তের সমীকরণ নির্ণয় কর যাহার e=$ এবং যাহার 
diameter circle-এর সমীকরণ x? + y? = 2. 

21. নিম্নলিখিত পরাবৃত্বের অসীম পথগুলির সমীকরণ নির্ণয় কর : 

G) 9x*—4y'-36 (ii) 9৮০ -16)5-144, 


অষ্টম ejegrz 
স্পর্শক ও অভিলম্ব 


81. Differential Calculus-এর সাহায্যে স্পর্শক ও অভিলন্ 
নির্ণয় : 

স্থানাঙ্ক জামিতিতে কোন নির্দিষ্ট বিন্দুর স্থানাঙ্ক সাধারণতঃ (x; y) দ্বারা 
এবং বক্ররেখার (curve-sa ) উপর কোন বিন্দুর চলমান স্থানাঙ্ক (current 
co-ordinate) ( x, y) দ্বারা প্রকাশ কর! হয়। এখন (х,у) বিন্দু firm যে 
সরলরেখা যায় এবং >-অক্ষের ধনাত্মক দিকের সহিত p কোণে নত হয় এইরূপ 
সরলরেখার সমীকরণ হইবে y —y = m(x- x) যেখানে m = tan v | 

এখানে আমরা curve-এর tangent এবং normal-4& সমীকরণ নির্ণয় 
করিবার সময় (X, Y) দ্বার! current co-ordinate-C$ প্রকাশ করিব এবং 
curve-qa যে বিন্দুতে স্পর্শক বা afea হইবে তাহার স্থানাঙ্ক (х,у) দ্বারা 
бе হইবে। 

8.2. স্পর্শকের সমীকরণ নির্ণয় (To find the equation of the 
Tangent) : 

মনে কর, curve-as সমীকরণ у = f(x) এবং curve-এর উপর P একটি 
fax যাহার স্থানাঙ্ক (х,у)! আবার মনে কর, ০47/০-এর উপর P বিন্দুর 
কাছাকাছি Q অপর একটি বিন্দু যাহার স্থানাঙ্ক (x + Ах, y+ Ay) যেখানে 
Ax হইল ৮-এর বৃদ্ধি (increment) এবং Ay হইল )-এর বুদ্ধি (increment) 
এবং যখন ৮ বিন্দু হইতে 0 বিন্দুর দিকে অগ্রসর হয়। 


+ AY -I 
70-এর সমীকরণ হইল Ү-у= zi পু ১475) 


=АУ у. 
Ax x) 


/. P বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 
dy 


AY na -— ; 
Ү-у= и AS x)= ৫ x), xfi dy dx সীম x | 
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y-f(x) curve-sa (х,у) বিন্দুতে স্পর্শকের (যাহা )-অক্ষের 
সমান্তরাল নয় ) সমীকরণ 


Y- -›-®х- x) et e) 


এখন 39 н সমীকরণ f(x, у)=0 হয় তখন 


ect ft 
2 J> ( f, = 0) 


^ f(x y) = 0 curve-az (x, y) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 
(Х-ху»+ (У-у) - 0 5 (ш) 
CUrve-এর সমীকরণ যদি х= (0), y = (0) হয় তখন 


dx v(t) л 
2- oir E: (t) 0 


অতএব % বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 


Ү— -*0- Eo x- «o } E +=. (iii) 


вз এ$-এর জ্যামিতিক অর্থ: 
স্পর্শকের (i)নং সমীকরণকে লেখ! যায় 
-V Lady 
24 axc* «p x r4 
Y 


) 4 
X 
Fig. 58 


ইহা у=тх+с আকারের | z হইল (х,у) বিন্দুতে স্পর্শকের 
gradient (m) | যদি P বিন্দুতে স্পর্শক -অক্ষের ধনাত্মক দিকে ধ কোণ 
করে, তাহা হইলে tan oam - D হয় | 
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Ф বলিতে কোন কোণের 1808৩71-কে বুঝায় যাহা P বিন্দুতে 
জ্যামিতিক স্পর্শক %-অক্ষের ধনাত্মক দিকে ow কোণে নত থাকে | 
মন্তব্য £ (i) আবার কোন কোন সময় কে কোন ০7৮০-এর 


P (х, y) বিন্দুতে gradient বলে। 
(ii) Р(х, y) বিন্দুতে স্পর্শক %-অক্ষের সমান্তরাল হইবে যদি v0 হয়, 


অর্থাৎ যদি tan % =0 হয়, অর্থাৎ যদি D-o হয়। 


x 


Gü) Р(х, y) বিন্দুতে "más хетта উপর ан হইবে যদি %-2 হয়, 


অর্থাৎ যদি cot v = 0 হয়, অর্থাৎ যি ৫) -0 হয় বা comi 


dx 
8.4. অভিলন্বের সমীকরণ নির্ণয় (To find the equation of the 
Normal) : 
(x, y) বিন্দুগামী যে কোন সরলরেখার সমীকরণ 
Y-yem(X- x) + 00) 


y = f(x) curve-«x (х, y) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 
৮-১-%-০) ik :« (ii) 
1 
এখন যদি mZ- _1 হয় অর্থাৎ যদি m= E হয়, তাহা হইলে 
dx 
y - f(x) curve-« (x, y) বিন্দুতে normal«sg সমীকরণ হইবে . 
Y-y- - 50-9 


ах 
বা, (-»9 *Q-3-0 z Gii) 
f(x, y) - 0 сигуе- (х,у) বিন্দুতে অভিলম্বের (погша1)-44 সমীকরণ 
ETE f (iv) 


x=¢(t), у= w(t) сигуе-чя % বিন্দুতে অভিলম্থের সমীকরণ 
4 (1)X -- w(t)Y - (0900) + w(tw'(t) ১৮০6৬) 
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8.5. দুইটি Curve-র ছেদ্ববিন্দুতে কোণ নির্ণয় (To find the 
angle of intersection of two curves) : 

দুইটি curve-a angle of intersection হইল এই দুইটি curve-« 
সাধারণ ছেদ বিন্দুতে দুইটি স্পর্শকের উৎপন্ন কোণ। 

মনে কর, দুইটি curve f(x,y)-0 এবং Ф(х, у)=0 (х,у) বিন্দুতে 
ছেদ করে। 

(x, y) বিন্দুতে স্পর্শকগুলির সমীকরণ 

Xf. + Ү/,— (xf. + yf.) -0 
এবং Xor + Үф, — (x$, + y$,) = 0 
মনে কর, স্পর্শক দুইটি % কোণ উৎপন্ন করে। 


Satu Ф, 
f. +] аф, + fib, 


G) দুইটি curve পরস্পরকে স্পর্শ করিবে যদি %-0 হয়, অর্থাৎ যদি 
tan »—0 হয়, অর্থাৎ а fe — $, f, হয়। 
Gi) যদি দুইটি curve (х, у) বিন্দুতে লম্বভাবে (orthogonally) ছেদ 


tan p= 


করে তাহা হইলে p= ju অর্থাৎ cot —0z3, অর্থাৎ £6» + /,%,=0 হয় ॥ 


মন্তব্য £ যদি curve দুইটি y=f(x) এবং у= (x) হয়, তাহা হইলে 
f(x) 4x) 
tan ৮৮ 
আবার curve দুইটি লম্বভাবে (orthogonally) ছেদ করিবে 
যদি f(x) (x) = —1 su 
উদাহরণ 1. (x, y) বিন্দুতে x' «y? — a? বৃত্তের স্পর্শক নির্ণয় কর। 
বৃত্তের সমীকরণ হইল x’ +)*-4*-0 
n fox y)ax*-y*-a*-0 
f-2x, f,= 
আমর] জানি, y) = 0 curve-az (x, y) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 
(X - х), + (Ү—у)/, wc 
বা, (X-x)x-(Y-y)2y-0 
বা, XxtYy-x*'4y'-a* 
(x, y) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ Xx + Yy = a°. 
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উদাহরণ 2. Л сигүе-91 (х,у) বিন্দুতে স্পর্শকের 
as н 
সমীকরণ নির্ণয় কর। 
e 0 o 
(a° (b) 
স্পর্শকের সমীকরণ (Хх), +(Y—y)f, 0 


Сигуе-4й সমীকরণ f(x, y) = 


বা, (X—x)8 T (৮-))? d "s 


x x. cs у 
ahoga- 
xx 3 rs 
১১০ CU T үт 
E p 
ইহা হইল নির্ণেয় সমীকরণ | 
উদ্দীহরণ 3. y'-4ax অধিবৃত্তের (х,у) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 


নির্ণয় কর। 
অধিবৃত্তের সমীকরণ у°=4ах 


=1 


বা, у=2 Јах 
dio. 8 
d 2a x x 
a 93 
T y ( * x 
4a 


-J52 
у" y 
অতএব স্পর্শকের সমীকরণ 
йу 2а 
Ү-у টি শি বা, Y-y- এ х) 


বা, Yy-y'-2aX-2ax 
বা, Үу=у* + 2аХ – 2ах 
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বাঁ, Уу=4ах—2ах+2аХ 

3, Yy-2a(X- х) 

ইহা! হইল নির্ণেয় সমীকরণ 

উদাহরণ 4. A +2; =! উপবৃত্তের (x, y) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 
নির্ণয় ая | 

এখানে Лоу) [s +% -1 -о NMT 

fata স্পর্শকের সমীকরণ হইবে (Y — x) f. + (Y-y)fy- 0 

আমরা (i) নং সমীকরণ হইতে পাই, АДЫ = 


7. নির্ণয় স্পর্শক (X — x) Ho- 2 


Yi 2 2 
বা, хх 5a += 1 


যেহেতু (x, у) বিন্দুটি উপবৃত্তের উপরে অবস্থিত 
বা, Án T = = | 


ইহ! হইল নির্ণে় স্পর্শকের সমীকরণ। 


উদাহরণ 5. у? -4ax অধিবৃত্তের (x. у) বিন্দুতে অভিলম্বের সমীকরণ 
নির্ণয় কর। 


у?*=4ах 
dy 
বা, 2у. dx - 4a 


ау E 
dx 


(x, y) pi. অভিলম্থের সমীকরণ 
(Х-х) +2 (y. y)-0 
2a 
4 X-x- ey (Y- y) 


4, (X-xy-2a(Y—y)-0. 
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প্রশ্মমালা 8 
1. প্রতিটি curve«« (х, y) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ নির্ণয় কর : 


(i) QG- 
(ii) х 3axy + y° = 
x 


8 
2. 2 + —2 curve-« (a, b) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ নির্ণয় কর | 


3. х®+ху°*—3х° +4х+ 5у +2 =0 ০৪:৮০-এর (1, —1) বিন্দুতে 
স্পর্শকের সমীকরণ নিণয় কর। 

4. x-at?, у=а1° curve-এর *t বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ নির্ণয় 
কর। 

১. xy°=16-4x curve у= х সরলরেখাকে যে বিন্দুতে ছেদ করে 
সেই বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ নির্ণয় কর। 

6. у(х—2)(х—3)=х-—7 curve-f যে বিন্দুতে %-অক্ষকে ছেদ করে 
সেই বিন্দুতে স্পর্শক ও অভিলম্বের সমীকরণ নির্ণয় কর। 

7. কোন্‌ কোন্‌ বিন্দুতে у= (x—-3)'(x—2) ০৪£/৩-এর স্পর্শক গুলি 
*-অক্ষের সমান্তরাল হইবে? 

8. কোন্‌ কোন্‌ বিন্দুতে y-x'- 3х?—9х+15 ০Urve-এর স্পর্শক- 
গুলি *-অক্ষের সমান্তরাল হইবে ? 

9. কোন্‌ কোন্‌ বিন্দুতে y-(x—3)*(x —2) curve-«s "ie গুলি, 
2-অক্ষের উপর 99 হইবে ? 


ху x Vi 3 
10. প্রমাণ কর GS 1 সরলরেখা 5 * log (5) Ü curve-ce 


স্পর্শ করে। 
11. কি "s s ut =1 এবং শি —lcurve-efa লম্বভাবে 


ছেদ করিবে। 
12. প্রমাণ কর যে x ০০5%+) 511) - সরলরেখা x"y"-g" ^ 


m 


curve-cs স্পর্শ করিবে যদি m"n^p"*^ = (m + n)"*" a" "cos" < sin"« 


ga | 
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t у? 
13. যদি x cos «+y sin «= р, ঢু চহ! কে স্পর্শ করে তাহা 
হইলে দেখাও যে (a cos «)? + (b sin «)? —p? হইবে। 
14. নিয়লিখিত ০৪:৬০-গুলির ছেদকোণ (Angle of intersection) 
নির্ণয় কর £ 
(i) х*—у?%=а? এবং x° - y? =a" V2. 
(i) x*-4y এবং у(х? - 4) - 8. 
(iii) y-x*«q6y-27—x*. 
15. দেখাও যে x=3 соз 0—cos*0, y = 3 sin 0—sin?ð curve- 
“এর 0 27 বিন্দুতে অভিলঙ্গ মূলবিন্দুগামী হয়। 
16. প্রতিটি сигуе-а স্পর্শক ও অভিলম্থ নির্ণয় wg: 
(i) у" =4ах curve-র (a, ~ 2а) বিন্দুতে | 
(ii) ху=с° curve-a@ (cp, с/р) বিন্দুতে ! 
(ii) (x° +y°)x—ay* =0 curve-এর x-5 CS | 
(v) x'Qr— y) * a* Qc y) = 0-«« (0, 0) বিন্দুতে। 
2at° 2015 
(у) х= ua" Еч t=3-Ç% | 


17. দেখাও যে (1, 1) বিন্দুতে 3xy*-2x'y-1 ০৪/$৫-এর স্পর্শক 


(=, -d» বিন্দুগামী | 


নবম অন্যান 
প্রতিফলন, চলন ও ঘূর্ণন 


9.1. স্থানাঙ্ক জ্যামিতির সাহায্যে প্রতিফলন, চলন এবং 
ঘুর্ণনের ব্যাখ্যা (Analytical representation of reflection, transla- 
dion and rotation) : 

পূর্বে তোমরা রূপান্তর জ্যামিতির দাহাধ্যে প্রতিফলন+ চলন ও ঘূর্ণনের সম্যক্‌ 
ধারণা লাভ করিয়াছ। এখানে রূপান্তর জ্যামিতির ধারণাসমূহ স্থানাঙ্ক 
জ্যামিতির সাহায্যে নতুনভাবে উপস্থিত কর] হইবে । কোন জ্যামিতিক চিত্র 
নানারূপ রূপান্তরের মধ্য দিয়! তাহাদের যে বৈশিষ্ট্য зат) বজায় রাখে, সে 
সম্পর্কে কিছু আলোচনা স্থানাঙ্ক জ্যামিতিতে করা হইবে এবং এই আলোচনার 
ফলসমুহ স্থানাঙ্ক জ্যামিতিতে বিশেষ #1491 গ্রহণ করে। 

9.2. প্রতিফলন (Reflection) : 

পুকুরের ধারে কোন গাছ থাকিলে এবং পুকুরের জল শান্ত থাকিলে তোমরা 
নিশ্চয়ই দেখিয়াছ যে, গাছটির ছায়া পুকুরে পড়ে। শুধু তাহাই নহে, পুকুরের 
পাড়ে যাবতীয় awa ছায়া! এ শান্ত জলে দেখা যাইবে । আরও দেখিয়াছ যে, 
à ছায়াগুলি জলের মধ্যে উণ্ট| দেখা যায়। অর্থাৎ যে বস্তুটি যেমন তাহার 
ছায়া ঠিক হুবহু তাহার উণ্ট।। জলের মধ্যে যে বস্তুটি দেখা যায় তাহা নির্দিষ্ট 
আসল বগুটির প্রতিবিশ্ব। জলের তীরের প্রতিটি বস্তরই একটি sfam 
প্রতিবিদ্ব জলের মধ্যে দেখা যায়। জলের মধ্যে বস্তুটি নাই, অথচ জলের 
মধ্যে এই যে বস্তুটির উণ্টা প্রতিবিম্ব দেখা যায়, এই প্রক্রিয়াটিকে 
বলে প্রতিফলন 1 তাছাড়া আয়নার সামনে যাবতীয় ача একটি উণ্ট। 
প্রতিচ্ছবি আয়নার ভিতরে দেখা যায়। আয়নার মধ্যে বস্তুটির এই যে ছবি, 
ইহ! ও বস্তুটির প্রতিবিশ্ব। আয়নার সাপেক্ষে এ প্রতিবিদ্বটি দেখা গেল। 
লক্ষ্য করিয়া থাকিবে যে, প্রতিবিদ্বটির দূরত্ব বস্তুটির দূরত্বের সমান। অর্থাৎ 
প্ৰতিফলক থেকে বস্তু ও qua প্রতিবিদ্বের দূরত্ব 2401 সমান থাকে | 

9.3. সরলরেখার সাপেক্ষে প্রতিবিন্ব (Reflection in a line) : 

মনে কর OX, OY আয়তক্ষেত্রাকার কার্তেজীয় www О বিন্দুতে ছেদ 
করিয়াছে। এই чт সাপেক্ষে Р বিন্দুর স্থানাঙ্ক (х,у)! যনে কর, OX 
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একটি মরলরেখা এবং P একটি বিন্দু এ সমতলে অবস্থিত। OX রেখার 
সাপেক্ষে P বিন্দুর প্রতিবিষ্ব P হইবে। স্পষ্টতঃ РР” রেখা ОХ রেখার সহিত 
লম্বভাবে ছেদ করিয়াছে এবং Р” বিন্দুর স্থানাঙ্ক (x, _))। чуга. 
Y 
P^ Cay) Р(х) 


– = =|- = л 


1 
1 
i 
' 
' 
i 
1 
' 
' 
1 


zi ; 
P Cx-9) v Р(х,у) 
Fig. 59 


OY রেখার সাপেক্ষে Р বিন্দুর প্রতিবিশ্ব হইবে PÜ(—xQy) এবং মুলবিন্দু 
0-এর সাপেক্ষে Р বিন্দুর প্রতিবিশ্ব হইবে P'(—x, —y) | 

স্পষ্টত: কোন একটি জ্যামিতিক চিত্র OX রেখার সাপেক্ষে প্রতিসাম্য 
(symmetry) বজায় রাখিলে এ Баба সমীকরণ অপরিবর্তিত থাকিবে যদি 
এ সমীকরণে )-এর পরিবর্তে -) বসান হয়। অনুরূপভাবে Q জ্যামিতিক 
চিত্র OY রেখার সাপেক্ষে প্রতিদাম্য বজায় রাখিলে উহার সমীকরণ অপরিবতিত 


Fig. 60 


থাকিবে যদি х-ча পরিবর্তে - বসান হয়। অথাৎ এ জ্যামিতিক চিত্রের 
এক অংশ OX রেখার সাপেক্ষে প্রতিফলিত হইলে অপর অংশ পাওয়া যাইবে । 
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অনুরূপভাবে 3 জ্যামিতিক চিত্রের এক অংশ OY রেখার সাপেক্ষে প্রতিফলিত 
হইলে অপর অংশ পাওয়া যাইবে । মনে কর, 


з „2 
Жи - 1-0 SG 


একটি উপবৃত্ যাহার কেন্দ্রবিন্দু যূলবিন্দুর সহিত fufew আছে এবং পরাক্ষ 
(Major axis) X-wcwa সহিত, উপাক্ষ (Minor axis) Y-অক্ষের সহিত 
মিশিয়া আছে | উপরুত্তের ছবিটি হইতেই বোঝ! যায় যে, ইহা X-অক্ষ এবং 
Y-অক্ষের সাপেক্ষে প্রতিসাম্য বজায় রাখে। তাহা ছাড়া %-এর পরিবতে —x 
এবং )-এর পরিবর্তে —у বসাইলে এওঁ সমীকরণ (1) অপরিবতিত থাকে । 
সুতরাং উপবৃত্তটি উভয় অক্ষরেখার সাপেক্ষেই প্রতিমাম্য বজায় রাখে। 

তাহা ছাড়, কোন একটি বিন্দু Р(х, ))-এর О বিন্দুর সাপেক্ষে প্রতিফলিত 
বিন্দু РО°(—х,—-у)1 এই বিন্দু Р°(—х,—у)-$в এ উপবৃত্তের উপরে 
আছে, কারণ ইহা এ সমীকরণ (1)-কে পরিতৃপ্ত করে। স্থৃতরাং উপবৃত্তটি 
x অক্ষ, )-অক্ষ এবং মূলবিন্দুর সাপেক্ষে প্রতিসাম্য বজায় রাখে। অর্থাৎ ইহার 
কোন অংশ ওঁ রেখাদ্বয় я] যূলবিন্দুটির সাপেক্ষে প্রতিফলিত হইলে অপর অংশ 
পাওয়া ষায়। 

পুনরায় মনে কর, 
T y*-4ax (2) 
একটি অধিবুত্ত যাহার অক্ষ Хра সহিত মিশিয়া গিয়াছে এবং শীর্ষবিন্দু 
মূলবিন্দুর উপরে অবস্থিত। এই চিত্রটি 
অঙ্গের সাপেক্ষে প্রতিসাম) বজায় 
রাখে, কারণ ইহার এক অংশ &-অক্ষের 
সাপেক্ষে প্রতিফলিত হইলে অপর 
অংশ পাওয়া যাইবে এবং 7-এর 
পরিবর্তে —y বসাইলে সমীকরণ (2) 
অপরিবতিত থাকিবে । কিন্তু *-এর 
পরিবর্তে -% বসাইলে সমীকরণ (2) 


279) 


অপরিবর্তিত থাকে না। স্থতরাং এ Fig. 61 
চিত্রটি )-অক্ষের স।পেক্ষে প্রতিসাম্য বজায় রাখে না। যূলবিন্দুর সাপেক্ষেও 
চিত্রটি প্রতিসাম্য বজায় রাখে না। 


12 
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9.4. স্থানাঙ্ক জ্যামিতির পরিসরে চলন (Analytical representa- 
tion of translation) : 

কোন রকম দিক পরিবর্তন না করিয়া কোন বস্তুর কোন বিশেষ দিকের 
গতিকে 2 qaa চলন (Translation) বলে। কোন জ্যামিতিক চিত্রের 
চলনের ফলে যে নৃতন চিত্র পাওয়া যায় তাহাকে উহার চলন প্রতিবিদ্ব 
(Image) বলে। পূর্বের শ্রেণীসমূছে চলন সম্পর্কে বিশদ আলোচনা করা 
হুইয়াছে। আমরা দেখিয়াছি, 

(i) কোন সমতলে কোন বস্তুর প্রতিটি বিন্দুর একই দিকে এবং সমান 
পরিমাণ গতিকে উহার চলন বলে। 

Gü) বস্তুর প্রতিটি বিন্দু সমান পরিমাণ দূরত্ব অতিক্রম করে। 

(Hi) এক সরলরেখায় অবস্থিত বিন্দুগুলির প্রতিবিষ্বও এক সরলরেখায় 
থাকে | 

(v) কোন রেখাংশের ছুই প্রান্তবিন্দুর মধ্যস্থ বিন্দুর প্রতিবিম্ব তাহার 
প্রতিবিষ্ব রেখাংশের প্রান্তবিন্দু দুইটির মধ্যে থাকিবে। 

(v) দিক ও পরিমাণ নিদিষ্ট থাকিলে চলন স্থুনিদিষ্টভাবে নির্ণয় করা ষায়। 
যদি A বিন্দুর প্রতিবিশ্ব A হয়, তবে ও চলনকে AA দিক! প্রকাশ করা হয়| 

(vi) সমান্তরাল সরলরেখার চলনের ফলে প্রতিবিষ্ব সমান্তরাল সরলরেখ! 
উৎপন্ন করে। 

(vil) চলনের ফলে চলনের দিকের সরলরেখাগুলি স্থির থাকে। অন্য 
কোন সরলরেখা স্থির থাকে না 1 

(vil) চলনের ফলে প্রতিবিষ্থের দিক্‌বিন্যাসের পরিবর্তন হয় না। 

(ix) sama কোন স্থির বিন্দু নাই। কারণ এখানে প্রতিটি বিন্দু নির্দিষ্ট 
দিকে আগাইয়! যায়। একমাত্র শূন্য চলনে অর্থাৎ বস্তুটি যখন স্থির থাকে তখন 
ইহার প্রতিটি বিন্দু স্থির থাকে। 

(x) চলনের সময় বস্তুর প্রতিটি রেখ! একই দিকে সমান দূরত্বে গমন FTA | 

(xi) চলনের ফলে বস্তু এবং তাহার প্রতিবিষ্ব সর্বসম হয় | 

আয়তক্ষেত্ৰাকার কার্তেজীয় অক্ষয় OX এবং 0৮-এর সাপেক্ষে যদি কোন 
জ্যামিতিক চিত্রের সমীকরণ জানা থাকে এবং এ {Байы যদি কোন বিশেষ 
দিকে চলন হয়, তবে উহার চলন প্রতিবিষ্ব পাওয়া সহজ। ওঁ প্রতিবিদ্ের 
সমীকরণ সহজেই পাওয়া যাইবে অক্ষদ্বয়ের সমান্তরাল চলনের সাহাঁষো 1 
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মনে কর, 5, 49, 120 Ch 


একটি উপবৃত্ত যাহার সমীকরণ ОХ, OY-aa সাপেক্ষে নির্ধারিত 
হইয়াছে। এখন এ উপবৃত্রটি যদি কোন বিশেষ দিক্‌ 00“এর দিকে 


Fig. 62 


চালিত হয়, তবে যে নৃতন প্রতিবিষ্ব চিত্র হইবে তাহার সমীকরণ 
পাইতে হইলে x, yaa পরিবতে — x—h, y-k বসাইতে হইবে। 
এখানে এ Баба মোট চলন O0 = „2 +02 এবং О, O” উপৰৃত্তটির পূর্ব 
এবং পরবর্তী কেন্দ্র। নৃতন কেন্দ্র 0“এর স্থানাঙ্ক পুরাতন কেন্দ্র 0-এর 
সাপেক্ষে (h, k) | অক্ষদ্বয়ের সমান্তরাল সরণের স্থানাঙ্ক পরিবর্তন wa হইতে 
এ চলন প্রতিবিস্বের সমীকরণ 


GTP +978-180 7:02) 
পুনরায় মনে কর, OX, OY সমতলে 

у? -4ax © (3) 

একটি পরারৃত্ত যাহার শীর্ষবিন্দু যূলবিন্দুর সহিত মিশিয়াছে এবং উহার অক্ষরেখা 

xaa সহিত মিশিয়া গিয়াছে। এই পরাবৃত্রটির যদি এমন একটি 


চলন হয় যে উহার শীর্ষবিন্দু О (h, k) বিন্দুতে আসে এবং অক্ষরেখা পুরাতন 
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অক্ষরেখার সমান্তরাল হয়, তবে এই চলনের: ফলে উহার চলন প্রতিবিদ্বের 
সমীকরণ হইবে, ; 
(у—К)? —4a(x — h). e (4) 


Fig. 63 
এখানে এ পরাবৃত্টির প্রতিটি বিন্দুর যে চলন হইয়াছে তাহার পরিমাণ 
হইবে VIP +02 এবং উহার দিক্‌ নিয়োক্ত সমীকরণ হইতে নির্ধারিত হইবে 


tan 0= 


h а (S) 
8= £0 0X 
অনুরূপভাবে মনে কর, XOY সমতলে f(x, y-0 © (6) 


একটি জ্যামিতিক চিত্র যাহার সমীকরণ (6) আয়তক্ষেত্রাকার কার্তেজীয় 
স্থানাঙ্ক পদ্ধতিতে লিখিত হইয়াছে। এই Баба যদি এমন একটি চলন হয় 
যে উহার প্রতিটি বিন্দুর Vç" pas পরিমাণ cus হয়, তবে È চলন 
প্রতিবিস্বের সমীকরণ হইবে 
f(x-«, у-б)=0. (7) 

এইরূপে, যে-কোন জ্যামিতিক চিত্র, যাহার সমীকরণ স্থানাঙ্ক পদ্ধতির 
সাহায্যে জানা আছে, তাহার চলন প্রতিবিস্ব পাওয়া সম্ভব হইবে। 

9.5. স্থানাঙ্ক জ্যামিতির পরিসরে ঘূর্ণন (Analytical representa- 
lion of rotation) : 

কোন একটি Бана চারিদিকে কোন নিদিষ্ট কোণে কোন awa 
ঘোরাকে ঘূর্ণন (Rotation) বলে। নির্দিষ্ট বিন্দুটিকে ঘূৰ্ণন কেন্দ্র (Centre 
of rotation) বলে এবং ঘূর্ণনের ফলে যে চিত্র পাওয়া যায় তাহাকে যূলচিত্রের 
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affa বলে। ঘূর্ণন ছুই প্রকার ধনাত্মক ও খণাত্মক। ঘড়ির কাটার 
বিপরীত দিকে ঘুরিলে част ধনাত্মক (Positive) ধরা হইবে এবং ঘড়ির 
কাটার দিকে ঘুরিলে খুর্ণনকে খণা ত্বক (Negative) ধরা হইবে। 

পূর্ববর্তী শ্রেণীসমূহে ঘূর্ণন সম্পর্কে তোমরা যে ধারণা, লাভ করিয়াছ 
তাহাতে দেখিয়াছ-- r 

(i) ঘূর্ণনের ফলে একটি বস্তুর উপর দুইটি বিন্দুর মধ্যে দূরত্ব অপরিবর্তিত 
খথাকে। 

Gi) wé ফলে যূলচিত্রের রেখাংশ-এর প্রতিবিদ্ব রেখাংশের সমান্তরাল 
EET 

(üi) чая ফলে কোণের পরিমাণ অপরিবর্তিত থাকে। 

Gv) wg ফলে чача ও তাহার প্রতিবিষ্ব সর্বসম হয়। 

মনে কর, XOY সমতলে একটি জ্যামিতিক চিত্র আছে। ও জ্যামিতিক 


Fig. 64 


Бабит একটি Соте ধর এবং OX, OY অক্ষদ্বয়ের সাপেক্ষে উহার সমীকরণ 
হইবে ' 
р 20 A) 

এখন উপরৃত্তটির কেন্দ্র О বিন্দুটিকে স্থির রাখিয়া যদি উপবৃত্রটিকে 9 
ধনাত্মক কোণে ঘোরান হয় তবে сч প্রতিবিষ্ব চিত্রটি পাওয়া যাইবে তাহার 
সমীকরণ (1) নং সমীকরণ হইতে stem যাইবে ; ইহ! পাইতে হইলে নৃতন 
স্থানাঙ্ক হইতে পুরাতন স্থানাঙ্ক পাইবার পরিবর্তন-স্মত্রের WIEN] লইতে হুইবে। 
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E পরিবর্তে xcos 0+y sin 0 এবং y-ga পরিবর্তে — x sin 9 
+ cos 0 বসাইতে হুইবে (1) নং সমীকরণে। өй ঘূর্ণনের ফলে cr খূর্ণন- 
প্রতিবিস্ব পাওয়া গেল তাহার সমীকরণ 


(x cos aet sin 0)" |(—xsin aty cos দা . 2) 
а b 
অনুরূপভাবে মনে কর, যে-কোন একটি জ্যামিতিক চিত্রের সমীকরণ 
Хх, y) -0 . (3) 


এ জ্যামিতিক চিত্রটিকে উহার কোন একটি বিন্দুকে স্থির রাখিয়া ঘুরাইলে যে 
ঘূৰ্ণন প্রতিবিস্ব পাওয়া যাইবে তাহার সমীকরণ হইবে 
fix cos 0+y sin б, —x sin 0 +y cos 0)=0 s (4) 

এখানে (1) নং সমীকরণে %-এর পরিবর্তে x cos 0--y sin 0 এবং J*এর 
পরিবর্তে —xsin 9 + y cos 0 বসাইলেই sfata] ইহাই হইল ঘূর্ণন প্রতিবিস্ব 
পাইবার эш | 

96. স্থানাঙ্ক জ্যামিতির পরিসরে চলন ও ঘুর্ণনের সংযুক্তি 
(Analytical representation of composition of translation. and 
rotation) : 

মনে কর, XOY সমতলে একটি উপবৃত্ত আছে যাহার সমীকরণ হইল 


2 2 
25 13-1-0 (1) 


এই есе চলন প্রক্রিয়ার সাহায্যে এক নৃতন অবস্থায় আনা হইল, যাহাতে 
ইহার কেন্দ্রবিন্দু যে অবস্থানে আসিল তাহার স্থানাঙ্ক (*,/)| অথাৎ এই 
উপবৃত্বটির মোট চলনের দৈর্ঘ্য ১2775 এবং এই চলন যে দিকে হইয়াছে 
তাহা »-অক্ষের সহিত 9০ কোণে আছে। 0, কোণটি পাওয়। যাইবে facte: 
ত্র অনুসারে 


tan 6; -£, 9, - tan: (^) 


এক্ষেত্রে আমর! দেখিয়াছি যে, à উপবৃত্তটির চলন প্রতিবিদ্বের সমীকরণ 
পাওয়া যাইবে (1)নং সমীকরণ »-এর পরিবর্তে х—+ এবং )-এর পরিবর্তে 
>=? antes] | 

পুনরায় এ চলন প্রতিবিষ্টিকে ঘূর্ণন প্রক্রিয়ার সাহায্যে o ধনাত্মক কোণে 
ঘোরানো হইল। এই ঘূর্ণনের ফলে যে নৃতন efsfe পাওয়া গেল তাহার, 
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সমীকরণ পাইতে হইলে % এবং )-এর পরিবর্তে যথাক্রমে x соз б+у sin 9 
এবং —x sin 0 +y cos 0 বসাইতে হইবে । অর্থাৎ, চলন এবং ঘূর্ণন এই 
দুইটি প্রক্রিয়ার সংযুক্তির ফলে যে নূতন প্রতিবিষ্ব পাওয়া যাইবে তাহার 
সমীকরণ লিখিতে গেলে x এবং yas পরিবর্তে যথাক্রমে x cos 0+) sin 9 
—< এবং =x sin ৪+) ০০50-6 বসাইতে হইবে । সুতরাং এই নৃতন 
প্রতিবিষ্বের সমীকরণ (1)নং সমীকরণ হইতে পাইবে 


(x cos 0 +y sin 0—4)? (-% sin 0 +y cos 0—8)? 1—0 
নদ EA зеи ভা iu ЛГАН aeu 


ইহাই аст সমীকরণ। 

অন্থরূপভাবে,/(৮)-0, কোন জ্যামিতিক চিত্রের সমীকরণ এ চিত্রটি 
উপর চলন প্র ক্রয়া এবং ঘূর্ণন প্রক্রিয়া এমনভাবে নিয়োগ করা হইল যেন 
উহার প্রতিটি বিন্দুর vu +05 দূরত্বে সরণ হইয়াছে এবং উহার পরে চিত্রটি 9 
ধনাত্মক কোণে ঘুরিয়াছে। এমন অবস্থায় এ (Баба প্রতিবিশ্বের সমীকরণ 
পাইতে হইলে х এবং 7-এর পরিবর্তে যথাক্রমে x cos 0--y sin6—« এবং 
—xsin6-ycos0—5 পূর্বোক্ত মমীকরণে বপাইতে হইবে। সুতরাং এ 
সমীকরণ হইবে 

f(x cos 0 +y sin 0—«, --x sin 9 +y cos 0 —0)=0. 

চলন এবং ঘূর্ণনের সংযুক্তির ফলে যে নূতন প্রতিবিস্ব পাওয়! যায় তাহার 

সমীকরণ পাইবার ইহাই নির্ণেয় va | 


উদ্দাহরণ। প্রতিফলনের ধর্ম হইতে দেখাও যে (y. Qj -i-o 


বক্ররেখাটি "অক্ষ এবং )-অক্ষের সাপেক্ষে প্রতিসাম্য বজায় রাখে,কিন্ত মূলবিন্দুর 
সাপেক্ষে গ্রতিসাম্য বজায় রাখে না। 


ara বক্ররেখাটির nime Luo e» (1) 


ইহার অর্ধাংশ *-অক্ষে প্রতিফলিত হইলে অপর অর্ধাংশ পাওয়া যায় এবং 
ইহা »-অক্ষের সাপেক্ষে প্রতিসাম্য বজায় রাখে, কারণ, )-এর স্থলে -) বসাইলে 
বক্ররেখাটির সমীকরণ অপরিবর্তিত থাকে | অনুরূপভাবে এই বক্তরেখার 
অর্ধাংশ уллы সাপেক্ষে প্রতিফলিত হইলে অপর অর্ধাংশ পাওয়া যায় । 


184 স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


তাছাড়। xaa পরিবর্তে — x বসাইলে উহার সমীকরণ. অপরিবর্তিত থাকে । 
স্বতরাং বক্ররেখাটি ১-অক্ষের সাপেক্ষে প্রতিসাম্য বজায় রাখে। আরও লক্ষ্য 
করা যায় যে, একই সাথে -এর পরিবর্তে — x এবং ym পরিবর্তে —y 
বমাইলে সমীকরণের আকার অপরিবর্তিত থাকে | goah বক্ররেখাটি মূলবিন্দুর 
সাপেক্ষেও প্রতিসাম্য বজায় রাখে। 


esser] 9 
1. নিয়লিখিত даний এবং জ্যামিতিক চিত্রগুলির প্রতিসাম্য অক্ষ এবং 
বিন্দু বাহির কর :— 


O 2575-17-00). aeaa, 
(iii) x" +у° = Заху, (iv) y'"(a—x)- x*(a--x), 


(v) »- i| e*t е е 


2. নিয়লিখিত বক্ররেখা এবং জ্যামিতিক চিত্রগুলির চলন afafa বাহির 
কর যদি 9 চলনের *%-অক্ষ এবং )-অক্ষের দিকে উপাংশছয় x ও ৪ হয়। চলন 
প্রতিবিষ্বগুলির সমীকরণ নির্ণয় কর ;— 


(i) E 9-1-0, (ii) X ry rl 

(iii) x°+y°—as =Q, (iv) х*+у* —2a*x*y* b? = 0 

v) БИТИ (vi) +300 

3. নিয়লিখিত বক্ররেখা ও জ্যামিতিক চিত্রগুলির ঘূর্ণন প্রতিবিদ্ব বাহির 
কর এবং.উহাদের সমীকরণগুলি লিপিবদ্ধ কর যদি এ ঘূর্ণনের পরিমাণ মূলবিন্দুর 
সাপেক্ষে 0 ধনাত্মক কোণে হইয়া থাকে £ 

6) ax'«by'-1-0 (ii) 52-03-10 

(iii) ax? + 2hxy + by? +2 х+2/у+с= 0 

(৮) »*-4ax-0 


সিডির লস ক রসাল угу 


dente 


প্রশ্নমাল। 1 
1. (i) %29 (ii) 25 (iii) J65 - (iv) (a. 

(у) У2(а° +63) (vi) ма? +52  2.(i) „/32 (i) 5 
(i) vir) (у) 6 (у) ма: (vi 2Jm**m* 
(vii) (a —b) V2 (viii) 3 Мать? (ix) Ja? + 252 + c* — 2ab — 2bc 
(x) a(m,—m.) V(m, +m) F4 3. G); (8,5) 
G»(55) a) 00 бу 0,D 1.60 0১8) 
(i). (M, 3») Gü) (5,3) (v) (-11,16) | (у) (7,9) 
(vi) (10১5) 15; 8% 2 16. 5,15 17. VIZ 
18. 3,/2;3;3 19. v(x*2y *y', У(х—2)%+у*, x-0 
P, OY.«3 উপর অবস্থিত | 20. (0 1 (И) YL (iii) 2ac 
(iv) 375 (v). (b—cY(c—a)(a — b) (vi) a*(m,—m;) 
XiJo — Хуу 

РЧА 


х (т. 77717160712 —m.) (vii) 
25. ab -ab 26. (1) (2,2) (i) (-4, -2)) 
০০71 


E) V 3L 36-3» 32, A e 
33. (x'«ry?)—a*(x'-y?) 34. r-2acos 0. 


প্রশ্মমালা 2 
1. (i) 10x *4y -27-0 (ii) x+y=9 (ій) y-x 
(iv) x'-4x-4y-8-0 2. x'wry?-25 3, x'+y°=3 1 
4. 8x*'-8y*-6x—36y-27-0 5. 3х? + 3у° + 18x — 10у 
—14=0 6. x'«y'-16 7. х*+у*—2. 
প্রশ্নমালা 3 
l. у=3 2. х-у+1-0 3. у=х+1 4. y= J3x+1 
5. x-yy3-243-0 6. y+x/3+2=0 7. 3x-2y-6 
8. x+y=6,y=x+2 9. x*y*1-0, x -y-3 


30. (2 
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10. (i) m=} Gi) m= —1 (iii) m=3 12. (i) y--4x-5 
e) 3j "г! 17 - у^ Уо vit 

Gi) I5 35-5 (i): -$x*f»-2 

3:15 

= ЭВ 


17. (0) y-x-1 


14:77] Yum ur ut 1 
ЕЗ 


2182 -3 

5x жаса 

16. x cos 4 * Sin V2 42 
(i) 7у+10х=11 (ii) ax—by-ab (iv) x-4y=3 


(Ф, ০০ (%++%2) 
2 


(у) ax-by-a*-b? (vi) x cos 79°. у sin 


-acos 08) 18, 0) x+3y+7-0,y—3x=1, 


у+7х=11 7 6х+ 11у -9, 11х+2у=71, 5х-9у= – 47 
(ii) 25+ 5у=0, llx—y=57,3x—2y=0 
(iv) 2х— 3у=4, у-3х=1,у+7х=11 


19. (i) tan-Q) (ü) 45° (ii) 30° (iv) 90° (y) чап 
20. (i) (2, 3), Gi) (2, — D, (ii) (1, 2), (iv) (E mif = ха 

22. х-2у+3=0 25. (i) 4x—3p+3=0 (ii) 7x-4y=15 
Gii) 12--13 (iv) 3x-4y—25-0 (ү) 2х+5у+1-0 
(vi) 7x-8y-118 (уй) 4у+11х=10 (viii) 7%+6১-85 


(x) x-y (x) 2x+3y+1=0 26. x+5y+3=0, J | 
5x-y-11-0 27. y-5- J3(x-4) 28. y= 5 kd 
29. x cos 60° +y sin 692573 v3 35. (i) 7x-2y - 7 | 
Gi) 2х+у-2 36. 0) — Gi) O (ii) 22 (2 cos 30° + I 

A5 X21 ^ 


3 sin 30 —4) (iv) 2 sin 60°+cos 60°— 
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() 1777 37. 4 35 зл 39. 99x - 77y —6=0,. 
m 


21х+27у+46=0 40. (i) 7х+у=0, 'x—7y=0 
(ü) x+y+8=0,x—y=0 (iii) х+у-3=0, 7х—7у+1=0 
(iv) x—y+36=0,7x+7y+12=0 (у) у-х+12=0, 


7у+7х-36=0 41. কি, 42. AX +By+C+ 


А 


Ах * B'y - С) =0 যেখানে 2-99 মান (i) -= £ - (ii) 22 


a ea ааа 
< Kaşe Gv) AX +B + C 


প্রশ্মাল। 4 


І xxyt-9 2. x'ry*24x-—8y—41-0. 3; x’ +y? 
—4x-6y-12-0 4. х? +у%-—6х+ 14у +33=0 5. x+y? 
=12 6. x°+y?°+2x+4y+4=0 7. 3x* +3y°—2x + 4y 
-15-0 8. x°+y°—4x-6y-12=0 9. x* +y’ — 2gx 4 2fy- 
=0 10, УІ + mÓx*-y*)-2ex-2mcy-0 11. x" +у%-2х 
-2/+1-0 12. х°*+у°*—2х-2у—-3=0 13. х? +y’ — 10x 
—14y- 49-0 14. (—3,2,4 15. (-5, —6), 10 
16. (-4, 5,2 V3. 17. (-3,2), V6 —. 18. (a, =b), (a + b) 
19. (১৮) Матт 20. x'4y*-22x-4y +250 


21. x'*y*!—6x-2y 45-20 22. x*'4y*-5x-y44-20 
23. x'£y'-2x-2y-1-0 ` 24; x* + y* -5x— Ty 6— 0; 
25. х" +у? 4х 6у 13-0 026. х? +у?+5у- 30-0 


27. x"+y"'+2x+10y+1=0 28. (i) 5x* — 14x + 5у*+7у 
—24-0 28.(i) 15х° + 15у* –94х+ 18у + 55-0 29. (ii) x* 
*y'-6x-4y-0 33. x'«y'-8x410y4-13-0 37. Xx +y 
—4у-21=0 38. x°+yt—8x-2y—51=0 39. x"+y"— 6x 
—8y-0 41, x° +y'-4x—-3y=0 42. x"+y'—4x-5y+4=0 
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:43. x* «y? – 10x - 10y+25=0 47. 2x*'*2y* + 5х 
—6y+7=0 48. x*-c-y?*-4x—6y—12-0, 49. 2x* + 2у? 
—16х- 113+ 24-20 50. x* x y* 12x —9y + 34 20 51. 2x - 3y 
-16, 3x -2y -0 $2. 2х-у=5, x+2y=0 53. 3x—4y 
—10-0, 4x+3y+27=0 54. x-y-120, х+у-5 =0 
155. 5х—12,—152=0, 12x+5y+7=0 56. 4x43y-233, 3х 
—4y=6 57. у= V3x+2V3 58. x+2y+4 J5 60. (—1,—1) 
V2+1 v2-«1 
а A ) 
+8y=0 65. (х—3)#+(у—4)#=16 66. 4x+3y+25=0 
67. 5х-12у+17—0, 5х—12у—152=0, (—1,1), (4, —11) 
068. (—1,1) 69. (3, 4), (4,3) 70. x*«y'-4x-3y-0 
`71.(—1,-1) 74. 3x 4p -5, 3x t 4p 74575, 3 76. v29. 
প্রশ্মমাল। 5 
1. () (0, 0), ($, 0), 9, 4x - 9-0 (i) (—3, –1), 


(661. m-t4& 62. 61. x*-y*-6x 


(.€-3, –2), 3, 4y 47-0 (iii) (3, 1), (-51)44,4x-3-0 


2.() y*-4(x-1) (ü) x'-8(y—2) ` (iii) y*- —8x 
(iv) x*- -8(y-2) 3 (0 (1,2);(0,2);4;у=2 


(ii) (a, 9) ; (a, 0); 2а; х-а (i) (2,1); Q,0),4,x-2 


(у) x'-8y 4. (i) y*=12x (ii) у®=—20 (iii) x*= — 12y 
(Чу) x-8 — 5 #;@ 0 — 6. (3,1);(%Ь1);{ 
7. (i) (7х +6у)* – 570х+750у +21000 (ii) х? e 4xy 4 4y* 
—42x + 26y +56 =0 (ii) 144১ —120xy + 25y? + 130x 
226y -0 (iv) (v-29)! -4x-2y -1-0 8. (4,8) 
`9. (i) 16x* + 24xy + 9y* —262x-- 16y--621 - 0 (ii) x*= —16y 
(iii) y*-4(a'—a)(x—a) (iv) 25[(x—5)° + (y -3)*] 


-@х-4%у+1* 10. (75 —) a 6) 0,2, &, -8) 
Gi) (4,9); Q5, 74) 2 $:0.0, 0,0); 3,2 


উত্তরমালা 189. 


13. G) (1,2) (i) (3,2) Gi) (8, 3) 14. $ 15. ac=pb° 
16. (i) 2х—3у+9=0 (ii) x+3y+18=0 19. (i) 4y=3x 
+12, 4х+3у 234 (ii) у-х=3,у+х=9 (ii) x+y+2=0, 
х-у-6=0 20. 4у=9х+4, 4у=х+ 36 

а 
3 
(8,8) 23. (4,2) 24. (4,2) 25. 5х+8у=5 27. 5х+4у 


21. pe v3) 22. у+2х+1=0, (à, -2) 2y2x 48 ; 
—7=0 28. by d aix + ০৮8 =0 
প্রশ্মমালা 6 
троа а. жд. І Ж T те 
28771 (427০), x=+5 GD —> Ë 
E «уйг ЕЙ. 
(0, + УЗ, vSy- X9 (ii) -zp yp (+1 0), х= 33 


Gv) B3 (+1 0), x=+4 (): 88 $ (E 5,0) x= 7 


2.() 3, V3, (— l+ У, 1), x= — 1x8 v21 

(ii) 5 (-is V5, —2), х= - 1475 3. 1,499 
1 
V2 
(ii) 3x°+4y2=48 (iii) 8x*49y*-115 (iv) х°+2у% 9: 
(у) 3x'45y*-32 (vi) 5x°% +9y°+58x+80=0 


2v3, (+2,0) 4. 5. (i) 20х° +36у* = 405 


3 з 
(vii) T ৮ 6. llx*—4xy + 14y* — 48x — 24у] 


+66 — 0 7. (i) 3x*--3y* + 2xy - 10x 4 2y -3—0 
(i) 6x*9y*-- 4ху — 28x + 24y - 16 -0 (ii) 5x*-5y* 
—76x—88y-2xy-4506-0 (iv) 11x* + 14y? - Axy - 26x 
*62y +174 =0 (v) 7x**2xy + Ty* + 10x—10y +7 =0 


8.0 (S. 0) (+ 4) 90 (2) 
9. (i) x+3y=5,9x-3y=5 (i) х+у=3,х-у=1 
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11. а 4x-3y--17 12, х+4у=9, х+4у= —9 
13. a-2, (e 14. 4515 +b*°m°=n° 55712 


16. х+у=1 19. x+2y=4 22. 8x—9y—25 23. x—2y20 
24. х+10у=0 25. 4x* + 5y* -4x - 5y =0 


প্রশ্নমালা 7 


1. (i Ф (355, 0), $, 5x- +16 (ii) 1 (+13, 0), 32, 13x 

= +144 2. 52:04; 0 3. (i) 6, (1, — $), 12 Gi) 5:29, 
я /21 2/3 /7 

(—2, 1), 2:24 а. (421 wd 2), x+ +3=0 > 
5. (i) 16х%—9у% =36 (ii) 25x° — 144у% = 900 Aun] 65x? 
—36y*-441 (iv) x? —y'-32 6. 3x2 —J*-3a*' 7. х? 


is ES 7 39 , qw Туз + 24xy — 


24ax—6ay--15a?-0 11. (-$& - 2 12. х-2у+1=0, 
2х+у+7=0 137 5x—3yt3 V3] =0 14. x—-2y-4, 
4х+2у=1 15. X+y=3,x+y+3=0 17. 125x — 48у — 481 
-20. х+3у=0 21. (i) ১4-৫5-৮507) 3x+4y=0 3%-49-0 


প্রশ্নমালা 8 


m=i m-1 
1. (i) м ELM 71 (ü) X(x* — ay) 4 Yo: ৫১) =аху 


2. АЕ 3. 2x+3y+1=0 4. 27/73/7445 


5. x*y-4 6. x—-20y-7,20xy-140 7, (3, 0), 
(š, 5) 8. (3, —12), (- 1, 20) 9. (0, 0), (a, 0) 
11. с*—-а%—4%—рз 44. G) 7 (Н) tan-*3 (ш) Z 
16. (i) Xtytaz-0; х-у=?а (i) x+p°y= 2ср; p?x 


—ру=с(р* — 1) (iii) 31х+8у + 9a — 0, 8xt3ly-42a-0 
Gv) х+у=0; x-y-0 (у) 13x — 16у —2a ; 16x 4 13y - 9, 
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1. (i) х-тер, }-অক্ষ, чабы | (ii) -অক্ষ, )-অক্ষ, মূলবিন্দু। 


(iii) y= x রেখা, (iv) =-অক্ষ (v) yF | 2. (i) EL с н 
(i) (x-4)9--(-B?-a* (i) (x—«) -(y-5)*—a* 
Gv) (x—3* *(y- £)* —2a*(x -«)*(y — 8)? =b" 
аЛ ЛАГЫ 

ө» (৬5) +(878) -1( 4) оа 

3. (i) а(х cos0 + y 5179) + b( — x sine +y coso)’ =1 

у (০০597) sino)? /—x sino +y ০০999) 

Gi) | а ) -( b? | LI 


(iii) a (x cos Ө+у sin 0)? --2h(x cos 9 +y sin 0)( —x sin 0 + 
y cos 0)+ b( —x sin 0 + y cos6)° +2g (x cos 0 +y sin 0)+2f (—x 


sin 0+y cos 0) +с=0 (iv) (— x sin 0 y cos 6)* —4a(x cos 0 + 
y ѕіпе)=0 


S 


‚ & 


এ 


একাদশ ও দ্বাদশ শ্রেণী: .. 
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